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Vorwort zur ersten Auflage. 



Der Herr Verfafiaer dieses Werks hat mich ersucht, es mit ein 
paar Worten zu begleiten, da er bei aeiaem ersten aohnftstellerisohen 
Vanifllw eisir Bififthiung bei dam m bedifarfbn glaubt» die M 
für A madieiiialieeheii Staden intereaairen. ^ Otgleich itih nun 
diea Bedürfaiss nicht einsehe» and. obgleich es mir scheint, das« 
■liMHm. wie Herr Lübsen, der ans G^MfiuSohole hervoigegangen, 
mhm uk nefareren Jihren hier nut groaaem BetfiUI and Erfolg in 
der Mathematik unterrichtet, keiner weitem Einführung bedarf, so 
macht es mir doch an der andern Seite viel Vergnügen, die Lieb- 
bafaer der Mathematik, and TotiQglieb.die, welche aich dorch dgnea 
Stadiom bOdea wolleii, auf Herrn Lfibaen^a Handboeli aiifineilEMa 
XU machen, und es den Anfängern bestens zu empfehlen. Sie 
werden darin die Begriffe bestimmt und kkr gefiust» ond durch 
weUgewilUtefieiapideeiltetert finden. Man kaim vonlbtnilAbiem 
tagen, daaa er mit Eifolg gegen aieh gearbeitet ImI, Indem das 
Buch die Hü1£b des Lehrers, also auch seine eigene, Ubexflüsaig 
macht 

Alton» 188S, MBrx $. 



4 



Digitized by Google 



Vorwort mr zweiten Auflage. 



Lies't man die Weltgesobichte nicht wie einen Boman, zum blossen 
Zttivertrab and mit ein« gmiten Keogwrde» wio dii divm aul» 
tratenden Staaten und Peiaonen handeln und enden, waa ftr Kriege 
sie führten, und mit welcher Grauflaiiikeit — achtet man vielmehr 
auf das wahrhaft Erfreuliche^ auf die ateten reellen Fortschntta 
der Menaelibeit, der OMÜanlioa und Caltw% io wnd man \mnmlkn9 
diise diee Alles mit der Zeit immer aohtongswürdiger geworden ist 
Sucht man dann die wahren Ursachen auf, wodurch die jetzt 
dvüalrtm Völker aus der anfänglieben, selbst nooh im Afittelakar 
herrschenden Bohheit, Barbaiei und Aberglaiiben herausgehoben» 
t^ebildeter, sittlicher und humaner geworden, so wird man bald 
finden, dnss die Haupthebel in der Buohdruckerkunst und in der 
allmfiUgen Bntstdnag und VtrfoUkommnnng der «aMton Wisse» 
vehaften wid denn heilsamen jj^iflnss anf die geistige' AiohUuig 
'Sowohl, als auf die Terschiedenen Gewerbe, der Künste und nütz- 
üdien Erfindungen liegen. Und diese Wissensohafisn, wodurch 
die Mensehen von den rohesten Anfingen an» im K&mea nnd 
Wissen immer weiter gekommen, sind noch immerfort bestrebt, -~ 
nicht etwa» das nie dagewesene, nur erdichtete goldene Zeitalter 
sa erringen, wo die Menschen die Hände in den Sohooss legen 
und sagen kfiimen: Tisch, decke dicht — sondern Temllnflige 
Wünsche und Gedanken eu realisiren, und durch Beseitigung nicht 
nothwendiger Uebel» fiesiegung der widerstrebenden, feindlichen 
EHemente, «n neheres» menschenwürdiges Leben ra sohafien. 
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Wiokti^ EnUUckungen und nützliche Erfindungen find su 
allen Zeiten gemadit worden, im Vergldoh mit frühem ^Seiten aber» 

nie 80 viele una eo grossartige, als in dem letzten Jahrhundert, 
"Welclie ungemein rasche Fortschritte die exacten \\'is8enschaften 
und gleiphaeitig die Industrie und Technik in diesem verliättnifs- 
i^ässig kursen Zeitraum von einem Menschenalter gemacht, und ' 
welchen heilsamen Kinfluss dies auf die Civilisation und Cultur 
gehabt, ist aus der Geschichte jedem Gebildeten bekannt, der nicht 
mit der fixen Idee vom Zurückschreiteo^ und SeUeehterwerden der 
Illcnsdiheit behaftet ist (Bis zu dem ältesUm griechischen Schrift» 
St^ier, bis zu Hesiod hinauf, hört man weit grossere Klagelieder 
über die Uülfiosigkeit» Koth und Jiuohlosigkcit der Menschen« 
als jetst) ; 

Die exacten "Wissenschaften, deren grosse Wichtigkeit und 
absolute Unentbehrlichkeit jedem Gebildeten einleuchtet, haben ihr 
Lieht schon fast in alle andere Wissenschaften und in jede bedeutende 
Werkstatt geworfen. Man kann wohl sagen, dass eine neue Zeit 
bciTOnnen, seitdem Praxis und Theorie sich mit einander befremulet 
und verbunden, und die i^ractii&er eingesehen haben, dass sie ohne 
Hülfe der Wissenschaft nur blosse A'achahmer bleiben oder im 
FiiMtem tappen müssten. 

Auf die exacten Wissenschaften werden selten die Göthc'schen 
Worte Anwendung finden; „Was wir eben hab^, gpbrauchcn wit 
nidit, und was wir eben gebrauchen, das haben wir niolif Diese 
Wissenschaften haben sich bereits schon dennassen mit dem geisti- 
gen und proctischen Leben verflochten, dass man fust übei* keinen 
' Gegpnstand Yonallgemeinem oder philosophischem Interesse sprechen 
kann, ohne Ausdrücke und Bedensarteo su gebrauchen, die jedem 
duichaus unverständlich sein müssen, der nicht einigerniassen mit 
diesen WiASt^nschaften vertraut ist. 

Die meisten bedeutenden Gewerbe werden jetzt ganz amlers 
betrieben^ lüs früher; man rieht immer mehr ein, dass sie sieh auf 

■ 

sichere wissenschaftliche Principien gründen lassen und dass sie» 
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• znr idolieni Betmbimg und Benutzung -all^r üfittel fmd Vbrdidlf» . 
welche die täp^lich fortschreitenden und Neues bringenden exacteu 
Wissenschaften gewähren, eine wissenschaftliche Bildung durchaus 
erfordern. — Zu dieser Ikkeimtmw kommen Manche, freiKob oft 
imt Widerstreben und febr unwillig fiber Ae vielen Neuerungen, 
Gelehrsamkeiten und grossen Anforderungen, erst in spätem Jahren 
und die Vemünfligem suchen dann durch mündlichen oder sohrift» 
lieben Ünteriidit mit mebr oder minder GlQok naefazubokny wae de 
in der Jugend leichtsinnig gering schätzten, oder wegen Mangel an - * 
Gelegenheit, nicht haben konnten. 

Deshalb ist es anch gewiss nicbl in yenuitworten (denn es iit 
eorael, als den Fortsobfitten der Mensebhat Hindernisse in den 
Weg legen), dass die, einem Jeden zur höhern Bildung dienen^ 
den, vielen aber practisch nützlichen und für jeden cuitiviirten Staat 
' unentbehrlichen ezaeten Wissenschaften, an manchen sogenannten 
Gelehrten- und Beal-Sebulen noeb so staefmütterliche Pflege finden 
und während kaum noch so viel Zeit bleibt, von den allerwicbtig- 
sten» tSglichy ja stündlioh wachsenden reellen Wissenscbaften» nnr 
das Allemütslicbste und KoCbwendigste in lernen» io viel kostbare 
Zeit auf Gegenstände verwandt wird, die eben so wenig zur wahren 
Geistesbildung gereichen, als einen reellen Nutzen gewähren. 

MTie oft hört man nicht von Ctebüdeten und Gelehrten jedes 
Stimdes darüber Klage insseruy dass oe in ihrer Scbubeit keine 
Gelegenheit gehabt, die mathematischen und Naturwissenschaften 
zu lernen, dass sie nicht darauf au6nerksam gemaebt worden, oder 
der Unterricht darin ihnen unverständlich gewesen» nnd die nun» • 
noch in sp&tem Jahren, so vid nur ihre VeibSltnisse ee erlauben, 
sich mit Liebe und Eifer diesen Studien hingeben» sich über die 
geistreiehen SohÖpftmgen wahrhaft grosser Intelligenxen und über 
^e merkwtbdigeA, sebfinen Entdeckungen in den Naturwissen- 
schaften freuen und gestehen, dass ihnen ein Vorhang vor den 
Augen weggezogen und eine neue Welt aufgeschlossen ist» 
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Wellte nrnterielle Wiofatigkmt die eneten Wineniiobftften fflr . 
enltfrirte Sttatan Imben, tmd welchen groeeen ElnfloM de «nf 

Politik äuBsem, geht wohl aus den grossen Anstrengungen und 
Opfern hervor» die» bMondere in neuem Zeiten» anf Gründling, 
der» Bur Pflege vnd yerbrmtung dieser "WiseenBchaften bes^nunteft 
grossarügen Institute verw'cndet werden. 

Die allgemeine Volksbildung in Frankreich ist seit Gründung 
der poljrtechniechen Sitele bedfiitend gestiegen. Ohne dieses 
grossartsge Institat; w4l||ie^ NftfiDlilni- limine Henne nnt goldilMn 
Eiern nannte, hätte Frankreich nicht unternehmen und ausfuhren 
können, was es ausgeführt hat. (Hätten z. B. wohl die Maroceaner 
fb in Fhttdcreich aufbeten kSnnen» wie iVankreicfa in Marocoo^ 
oder Oiina In England, wie England in China?) AtUser «Besem 
polytechnischen Institute hat Frankreich noch viele ähnliche und 
sdt 1829 die 4oo\e centrale, eigentlich ein Pxivatinstitat» das abei^ 
kbbald sieh der grosse Nutaen herBossteUte« von der Begienmg 

beschützt Tvnirde und worin mm alljährlich unbemittelte, aber fähige 
junge Leute auf Staatskosten zu Civil -Ingenieuren, zu Vorstehern 
bedeatender ManoAustii^ili» MaechinenMind andern Fabriken» selbst» ' 
wenn sie Lehrfähigkeit i^igen, zn Abfessoren herangebildet 

^uf die Pflege und Verbreitung der Naturwissenschaften und 
nuthin auch der Mathematik» sieht Frankruch sieh schon lang^ 
gen5thigt» aiylUirlich mehre MiBionen m YorMidäb. * 

^ In England giebt es ausser den vielen auf Staatskosten ge» 
gQindeten polytechnischen Instituten noch viele solche Privatschulen 
iffid jgnmale» sogeoaimte wandernde VolksbibUothdcnü. Prival** 
persoMin lassen auf ihr^ KoMen ^iTentlicfae Vodesungen fl3r Hand^ 
werker und Gewerbtreibende halten. 

Um mit den Krflndimgen und dem Fabrikwesen des Anslandes 
.|[|«ehen Schritt lu halten» hat die mssisofae Begietimg m Lesern 
Zwwk «Itt giOBsartiges poljteoknischM Institat inPetenbarg ge« 
gründet 
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Iii neuerer Zeit sind auch in Deutschland bedeutende Austren- 
gungen gemacht worden. Ks sind bereits einige polTtechnisohe 
Schulen entstanden. Namentlich hat wohl Preussen in dieser Hin- 
sicht am meisten gethan. Denn selbst in sämmtlichc sogenannte 
Gelchrtenschulen sind seit 1834 die reellen Wissenschaften einge- 
fiilirt, und schon 1837 ist durch Minist. Rescript namentlich die auf 
die Mathematik zu verwendende Stundenzahl in den beiden obersten 
blassen erhöht. Auf die Verbesserung der sogenannten Real- und 
Bürgerschulen wird immer mehr Sorgfalt verwandt, und auch 
immer dafür gesorgt, dass jedes bestimmte Fach auch einen dieses 
Ftvches kundigen Lehrer erhält. Das preussische Ministerium hat 
kürzlich noch sofjar einen Plan zur Gründungr von Bauernschulen 
in allen Regierungsbezirken, sowie auch zur Errichtung von land- 
wirthschaftlichen Academien ausarbeiten lassen. (Es scheint also, 
dass ein guter Landmann mit Lesen und Schreiben nicht mehr 
ausreicht. Möge die Wissenschaft recht bald über die wider» 
strebende Natur siegen, und den Acker zwingen, statt zehnfältig, 
hundertfältig zu tragen. 

Die Thatsache, dass die genannten cultivirten Staaten, sowie 
auch die übrigen: Belgien, Holland, Schweiz, Sachsen, Oestreich, 
Baiem &c. für Hebunor des Volksunterrichts und Verbreituncf der 
reellen Wissenschaften sorgen und sorgen müssen, steht wohl fest, 
und dass, wo ein Staat sich in dieser Hinsicht noch lau zeigt, die 
Vertreter des Volks, die Landstände, ihre Ermahnungen und Vor- 
schläge unermüdlich wiederholen, berichten uns die Zeitungen. So 
sehen wir also die cultivirten Staaten mit einander wetteifern, 
durch Verbesserung des Schulwesens und besondere Pflege der 
reellen und practisch nützlichen Wissenschaften in der Cultur noch 
immer höher zu steigen und dieselbe zu verbreiten. 

Je rauher und unfi-uchtbarer eine Gegend, je dichter die Be- 
völkerung, je mehr müssen reelle Wissenschaften der Industrie 
und Technik zu Hülfe kommen. Hier kann das practische Leben 
und ein geordneter Staat die exacten Wissenschaften durchau« 



Digitized by Google 



KI 

nicht entbehren Beide, Theorie und Technik, müssen und werden 
sich immer mehr und mehr mit einander verbinden und sich 
gegenseitig animiren, und wir können es deshalb, besonders 
unbemittelten jungen Leuten jedes Standes, ihres eigenen 
Besten halber, nicht dringend genug an's Herz legen, ihre kost- 
bare, nie wiederkehrende Zeit weise zu benutzen, auf das gewöhn- 
liche Loos derjenigen zu blicken, welche sich dem Studium un- 
fruchtbarer, nicht mehr zeitgemUsser und das Herz nicht herzlicher 
machenden Gelehrsamkeiten hingaben^ und deshalb ihre kostbare 
Müsse nicht über triviale oder gar frivole Gegenstände zu verlieren, 
sondern sie möglichst auf Erwerbung wahrhaft nützlicher Kenntnisse 
zu verwenden. Die Concurrenz im bürgerlichen Leihen wird oft- 
mals selu- gross, daher die häufigen TVechscirälle. Man frage alte 
Leute, ob sie selbst und wie viele von ihren Jiigcndbekannten in 
demjenigen Stande geblieben sind, dem sie sich Anfangs gewidmet, 
ob nicht die bei weitem grössere Hälfte aus ihrer Bahn heraus in 
eine ganz andere gedrängt worden. Deshalb ist es gut, mehr als 
eine Kunst zu wissen. Jedenfalls können nützliche Kenntnisse dem 
Besitzer niemals schaden, ihm vielmehr nur zur wahren Bildunjr 
und zmn Vergnügen gereichen. 

Denn wer auch selbst nicht die Gabe empfangen, so glänzende 
Erfindungen und Entdeckungen zu machen, wie sie im letzten 
Jahrhimdert gemacht worden, der kann sich doch über die 
Schöpfungen des menschlichen Geistes freuen, wie über Poesien 
und Melodien und mit einer gewissen, Hoffnung erregenden Ge- 
nugthuung wahrnehmen, wie die Geisteskraft immer mehr Siege 
über das Materielle erlangt und hoffentlich einmal die bessere Zeit 
herbeiführen wird, welche Klopstock, Fichte und Herder prophezeit 
haben. Anscheinend ganz bizarre Ideen, welche die Alten für 
Poesien und Himgespinnste erklärten, sind bereits verwirklicht. 

Mit starken, unsichtbaren Banden ist unser Körper an die 
Erde gefesselt imd dennoch hat der menschliche Geiat Mittel ge- 
fiinden, sich diesen Fesseln zu entwinden. In der Höhe des Flugs 



luil er «hoii itn MAaten Bewohner der Lüfte be il e gt. Oeea 

viel hoher und viel schneller, als der Adler es vermag, steigt er 
himmelan über die Wolken empor» als wemi er schon Flügel 
hetta Qreen Joim bekazmlfich 1886 mit seiiieni Leftechiff im 
17 Stimdeii Ton London nach Nassau» oft in der Schwindel -err^ 
genden Höhe von 10000 Fuss über der Erde. Gay-Lussac erreichte 
mit feinem leichteren Schiff die Hohe von 23000 Fuss. 

Man moM gegen die Alten gerecht edn» aber aadi gegen dam 
Nenem, und jene 'nicht auf Kosten der letztem überschätzeit 
Nach sechstausend Jahren wird man sicher von unsem jetzigen 
Kenntnissen keine sonderliche Notiz nehmen, vielleicht kaum vom 
unserer Gescbichte. Das ist nun ^«nmal so: jedes folgende Ge» 
sclilecht tritt dem vorhergehenden auf die Schultern und nimmt 
das Bessere, die reifen Gedanken und Erfahrungen mit hinübei^ 
ohne sich nach den trivialen, verrosteten Sachen, IrrthUmem und 
Nanhdten umzusdien. Jedes folgende Geschlecht erbt unbedingt 
vom vorhergehenden ein Capital, welches Zinseszinsen trägt Ist 
nicht der Griechen und der Bömer Geist über uns gekommen und hat 
nicht das uns übeilassene Pfimd, von der Zeit an, wo wir ee eai»» 
pfangen, reiche Zinsen getragen, ja dergestalt gewuchert, dass, 
könnten die Alten einmal wieder aufstehen, den gegenwärtigen 
Zustand unserer Cultnr wahrnehmen und mit dem ihrigen 
vergleiehen, de gewiss staunend die Hände fiber dem Kopfe 
sammenschlagen und ausrufen würden : „ Beim Zeus ! einen solchen 
Fortschritt hätten wir nicht für möglich gehalten/' In der That, 
UMk kehre die ZustSade dnmal um: Waren die Qrieofaen iib4 
Bdmer gewesen, was wir jetzt sind, und wir dagegen jetzt, wae' 
jene waren; der Klagen und des Jammems über Rückschritte und 
Verfidl der Künste und Wissenschaften wäre dann k«n £nde ge» 
weoen. Wie oft wfirde man sidi, in den esaeten Wisseneehaftei^ 
auf: Newton, Laplace, Gauss..; in der Poesie, auf: Schiller, 
Gröthe, Shakespeare..; in der Musik, auf: Mozart, Weber, 
BoieUiea«. ^uod eo in jeder andern Kunst und Wassenaoheft aatf 
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walniiaft groese Intelligenzen berufen haben t Und hStte es mdi dankt 
jpicht der Mühe s^elohnt, die Alten, d. h. die Dcutsche% Franzoflen 
iQ[|d. Engländer, emsig sa studiren and ihre Sprachen ra lemenf 
, Damals, damals, yor aweitanseiid Jahren, Iwtten wir duim . 
gesagt, konnten die Menschen schon durch das unabsehbare, bahn- 
lose Meer den rechten Weg steuern, durch die Luft schüfen, es 
so yiele wuidervolle Instrumente und Maschinen, wovon wir 
jms gar kdne VorsteDung machen können« — Dampfwagen, die 
mit Windesschnelle fuhren, Femröhre, mit welchen man fast in 
, Unendlichkeit reichen konnte, eleotnsche Telegraphen, welche 
^aam und Z^t fiist .gänzlidi mniehietea» als wenn Beides ma 
flösse Begriffe wären Ag, Sto, Kunram,- die Sdmllii<&t na^i dem 
Alterthum würde in diesem Falle erklärlich gewesen sein, und 
4aiui hättet gewiss Keiner auf den Namen eines Gelehrten und Ge- 
bildeten Anspruch machen können, ^er nicht die Alten» d. L dii 
Deutschen, Franzosen und Engländer, studirt. 

Ja, könnten die AUj»« wieder aufleben, sie würden gewisslich^ 
IHIPsere Werke studiren und ihre Kinder auf unsere Schulen schicken. 
. , Die reeUen Wissenscliaften haben durch ihre raschen Fort- 
schritte und glänzenden Uesultate sich in Kespect gesetzt, sich 
viele und mächtige Freunde erworben. Man sieht jetzt dn, dass 
oihiie alle Kenntnisa derBelben mcht von emer aOgemdnen und - 
hohem Bildung die Bede sein kann, dass — > wie der Geschäftsführer 
der in Bremen versammelten Naturforscher, Heer Bürgermeister 
Soidt» sehr wahr bemerkte: i»das8 selbst den reellen Gon^ctea 
dea Tmgn wohl auf keine andere Weise unparteiische und wirk» 
Same Schlichtung zu Theil werden könne, als durch Hülfe der 
Pfleger jener Wissenschaften, deren Streben» ihrer Natur nacfa^ 
aar dahin gerichtet ist, die vorhandenen Knoten sodaler Verhäk» 
alsse wahrhaft au lösen. — Der nicht mehr au vermeidende Uebe> 
gang der Handarbeit zur Maschinenthätigkeit (sa^ er femer) und . 
was «ich von Pauperismus ta in s^em Gefolge Bogt» wo werden 
tfa hsiliadn A«zt» denelben ander» ni finden sdn» als in den 
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Reiben derer, die den Gang der Natur zu erforschen, ihre yejr» 
lioigenen Sjni^e an's Lieht bringen und das zweckmSssigste 
Eintreten ihrer Vemiittelirag zu allgemeiner Anerkennung zu er- 
heben vermögen? Ja, es wird der Tag kommen, und seine 
MorgenrÖthe winkt uns schon, wo die Grosse der Armeen und 
]«lotten dnee Staates zum Maassstabe seines MachtverhSltnisses . 
nicht mehr ausreicht, wo Tielmehr die intellectuellen Kräfte, welche 
er aufzubieten vermag, um die Wissenschaft weiter zu bringen, in 
den Vordergrund sdnes Einflusses auf die Weltbegebenheit treten,** 

iMese Ansichttin der Sache haben schon frühe m mir den 
Glauben erweckt, dass es etwas Verdienstliches sei, die grössere 
Verbreitung der reellen Wissenschaften zu befördern, und besonders 
die schwersten 9 aber audi das eigentliche Fundament derselben, 
die mathematischen n&nlich, durch möglichst deutliche Vortriiga 
dem grössern Publicum zuoränglicher zu machen. 

Schon bei der ersten Bearbeitung dieses Handbudies der 
Arithmetik und Algebra hatte ich mir das Ziel gesteckt, die pnu^ 
tisdi wichtigsten Lehren dieser Wissenschaften so gründfidi und 
deutlich vorzutragen, dass ein junger Mensch von gewöhnlicher 
Fassungskraft, im emstlichem Willen, selbst ohne Hül£s dner 
Lehrers, dcfa darnach unterrichten könne. 

Dass mir diese Arbeit einigermassen gelungen, dass sie etwa^ 
Eigenthümliches hat, und dass sie auch anerkannt ist, dürfte ich 
wohl schon damuä schlieseen, dass mehrere Becenrionsanstaiten 
(das Gersdoifsohe Repertorium, die GÖttingMie Grelehrten-, die . 
Halle'sche Literatur-Zeitung, die Darmstädter allgemeine Schulzei- 
tung u. m. a.) diese Arbeit lobend erwähnt und empfohlen haben« 
"weit mehr aber ans dem gewiss viel gültigeren Urthelle deijeiiigeli 
Personen, wefdie sich wirklich ohne a)Qe B^Ülfe darnach unter- 
richtet haben. Sowohl mündlich als schriftlich haben mir verschie- 
dene, zum Theil ganz fremde Personen (Landleute, Schnllehrei^ 
Techniker und Studirte) von freien Stocken ihren Dank sowohl fftr 
diese Arbat, als auch für meine Elementar^Hometrie, Trigonometrie 
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und höhere Geometrie ausgesprochen und mich wiederholt gebeten, 
noch andere mathematische Wissenschaften in derselben Weise zu 
bearbeiten. Dass mir diese Anerkennung von Schülern» eben 
weil es mich iSbenseugt, daas ich etwas genützt habe, weit lieber 
sein muss, als selbst ganz tadelfreie, nur lobende Recensionen (wie 
der im Gersdort^dchen liepertorium), ist wohl natürlich. Und wer 
da weisBy iHe vid mehr Mühe es macht, abtacte Sacheift popdbU^ 
fl. h. mSgHchst deutlich nnd Idiolit, als bloss richtig darztretellen, 
wird mir dieses Bewusstsein wohl gönnen. Und so lioflfe ich denn» 
daaa diese nette Ausgabe ihren Zweck: zur Verbreitung der reellen 

besonders denen nützlich sein wird, <wdehe sich, sei es practischen 
öder rein wissenschaftlichen Interesses halber, ohne Hülfe eines 
Liehrers, mit diesen Wissenschaften befreunden woll^» io'wio 
'fitiiiih den Schülern an öSendielien Schulen > wegen des pag. I 
dieses Werkes^ in der Note erwähnten G rundes. ■:^;^Ait jßj^ 

♦ 

Altona, den 1. Januar 1645. 

liübaatL 



Vorwort zur dritten Auflaga 

Bei dieser neuen Auflage sind die Druckfehler in der alten sorg- 
IMltig beaeidgt und neue mogUohtt Teimieden, auaaeideiii aind iai 
Anhange nodi ein paar I^Use, namentUdi die Bizmi^CwAiib Elumn»» 
tiinismethode, als unwichtig, gestrichen und dafür ein paar practisdi 
wiobtigere Sätze hinzugefügt worden. 

Wie der Titel beaagt nnd die Yonrede rar sweiten Auflage 
adion erwähnt, iat dies Buch für solche Schüler geschrieben, welche 
die Matheinatik nicht als Zweck, sondern als Mittel betrachtet^ 
indem aie atoeaer^eaer Wisaenaohaft noch mancherlei andere Saolien 
m knien und deshalb ihre Zeit an berOckaiclitigen haben^ ' 

Daas dies kleine Werk vom Publicum beifallig aufgenonuneo 
ist und so nachsichtige und lobende Kecensionen erfahren hat, wie 
die im iweiten Vorwort, erwähnten» ao wie die noch kürslicfa im 
G'nmet^acben ArehiT der Maithematik nnd Physik erschienene, kann 
nur aufmunternd für mich sein, nicht aber, dass man anfängt, es 
sa plündern nnd mich schon einmal genöthigt hat» deshalb den 
Ftofoaaor Dr. if. Sffisntlich eine Bfige la ertheilen. Siebe den 
Hambnrgischen Correspondenten 1850, Juli 24, 

Hamburg, im Juni 1853. 



BemerkungeiL 

1) Wer seine inathematischen Studien vorläufig auf das Allemothwendigste 
für den practischsB CMnrauch bsachrinken will, kann die in den Anhang ver- 
wiesenen, Jedeeh Inuner im Teit dtirten strengeren Beweise andErgänzungs- 
■lfm itnirrlfliiTn lassen. 

2) In mafl i S B Mitfc aiMnSdiiiften pflegt man dmrch eingltaoban (*)Ter einens 
.Batse ansadeotan» dasi deiselbe Ar GMibtere ist 
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1 

Yorbegriffe. 



Könnte man der Mathematik eine Einleitung voranschicken, welche 
>on dem manmchfaltigen Inhalte derselben' emen nngerauen Begriff 
und dne Uebersicht gSbe, so würde die Aufz'fQilunc; dieses Inmilts 
andern flüchtiger Ghrondriss dieser merkwürdigen Schöpfung mensob- 
fichen Scharismns gewiss zur geistigen Erwiickiinff dienen. 

Solches ist aher, eben wegen der zu grossen Mannichfaltigkeit 
und ganz ei^enthümlichen Beschaffenheit meser Wissenschaft durch- 
aus unmÖf]!;hch. Wer nur den Anfang macht, wird begreifen, dass 
jede Unterhaltung über mathematische Gegenstände, also auch das 
Verstehen einer solclien Kinleitung, schon eine gewisse Summe 
von Vorkenntnissen voraussetzt. Keiner kann — um nur ein demi 
Anfänger verständliches Beispiel zu wälilen — ohne Kenntniss des 
Zahl6ns3rsieni8 die Addition^ ohne diese, meht die Mohiplioation;; 
ohne diese wiederum nicht die Divinon beerdfen. So nebt es ' abe^ 
in der ganzen Mathematik aus; die Begriffe liegen in einander und 
fliessen aus einander. Von den einfachsten Sätzen steigt mall nur 
stufenweise zu den höheren hinauf. Kein Satz kann gehörig verstau^ 
den werden, wenn man nicht alle vorhergehenden, mit welchen 
er zusammenhängt und gleichsam eine iCette bildet, gehörig ver- 
standen bat * Zudem bezeichnet das Wort Mathematik nicht 

* Die Mathematik ist eine Wissenschaft aus reinen Begriffen, daher abstraet, 
. und nicht so leicht fasslich zu leiiren und zu Icnien als audere Wisaenschafteii, 
üi weldien dieBegriffe neben einanderlicgen und die meisteiis not du Gedieht» 
niss, den Vcrstana und Scharfsinn aber wenig in Anspruch nehmen und üben. 
Beim Unterricht iu der Mathematik wird von Seiten des Schülers eine cewisse 
Thätigkeit des Geistes und eine ununterbroclienc Aufmerksamkeit gefordert, 
die jedoch selbst der gewandteste Lehrer nicht immer in Spannung erhaßenkann. 
Hat nun der Schüler einen Satz überhört, uielit recht verstanden, oder wegen 
Abwesenheit nicht hören können, so hat er den Faden verloren . und kann d^ui- 
, auch, wegen des Znaammenhangi der Sätze, keinen der folgenden yersteheD.— > 
Störungen iiiidUnterl»eeluiiigai und aber da. wo mehi-ere Schüler am Unterricht 
Theil nehmen, nie ganz zu vermeiden , und sonach begreift auch der Nicht- 
mathematik^ dass, wenn dessen ungeachtet die Mathematik dennoch auch auf 
Behal€n mit Eifolg gelehrt werden soll, der SeliGler nicht etwa einen Ti«ilflid<wi, 
Compendium (welclies für den ersten Anfanger nicht viel besser als einBpgiiter 
iat), sondern ein ausführliches, leicht Terrtandlichei Lehrbach haben nmii^ um . 

LttbasB'a AiiÜiiii«tik oiiA Alftbnu 1 

) 



Digitized by Google 



eine, sondern mehrere verschiedene, täglich wachsende, unbegrenzte 
Wissenächaflen (Aritlimetik, Geometne, Mechanik, Optik, Astro- 
aomie Ao» ^eMn UoaM Anfriihlnng und Eäatheilung jedoch 
dorn Anfliieer niotö nütst 

Wm Mathematik iit» und ob schon deren Beaxts atlein oder 
deren Anwendimg dn emstliches Stadium hinUing^ch lohne, das 
kann man erst nach und nach erfahren , indem man sie emstlich 
etudirt. Soviel können wir aber im Voraus versichern, dass für 
Jedermann jede auf Mathematik und Naturwissenschaften verwandte 
Stunde bleibenden Nutzen hat f ür's geistige und pnctieohe Leben 
augleich. 

Folgende Erläuterungen mögen indessen zur Vorbereitung 
dienen, um die ersten sich auf Grössen beziehenden Gnmdbegiifie, 
von ytMtifip' jHiff ' ffimt lifiifi n tifi^tffm Setmofatiiiigtti Mi^^dbieiit nodi 
Ibeeonde» tnrviclänilie^ 

L Keine Sache Ist an noh weder gross noch klein; dies wird 
ste erst durch Ver^leichung mit einer andern gkieharCigen Sache. 
Sagt z. £. Jemand» das ist ein grosses Haus , so hat er noch ein 
anderes im Sinne, womit er ersteres vergleicht. Eine solche unbe- 
stinmite Steigerung ffiebt aber noch keinen klaren Begriff von der 
eigentlichen Grösse (Quantum) einer Sache, indem das, was in einer 
Beziehung gross heisst , in einer andern wieder klein heissen kann. 
Damit dieser Begriff Bestimmtheit erhalte, ist offenbar erforderlich: 
erstens , eine bestimmte Vorstellung von der zum Maass (Einheit) 
genommenen YereleiobungsgrÖsse, zw^tens eine bestimmte Yoib» 
stelhmg, wie oft dieses Maass in der damit Terglicheaien GrSsse 
enthalten ist. Hat man z. £. yon der Grösse (Unge) eines Eusses 
eine deutliche Vorstellung imd weiss man, wie oft sie in dem Ab- 
stände zweier Oerter enthalten ist , so giebt die Vorstellung dieser 
Einheit (Fuss), verbunden mit der Vorstellun^(Zahl) , welche ihre 
Wiederholung angicbt, einen bestimmten Begriff von der Entfernung 
der beiden Oerter; und so mit allen übrigen Grössen, deren es sehr 
verschiedene Arten giebt. Man spricht z. B. von der Grösse einer 
Länge, Fläche, Kraft, Zeit, Wärme, Menge, Anzahl &c. 

IL Alle Grössen haben aber das mit einander gemein, dass 
sie äns Theilen bestehen, und je nAdidem diese Th«le getrennt nnd 
oder unnnttelbBr mit einander zusammenhangen, ist und heisst die 
Grösse unstetig oder stetig. Eine Anzahl z. B. ist eine unstetige 
Grösse, weil sie ans einzelnen nicht zusammenhängenden Theilen 
besteht. £rbsen» sagt ein alter Mathematiker, luum man nioht 



darnach das, was er nicht recht verstanden, vergessen oder versäumt hat, so 
oft nachzulesen, als nötliig ist. LehrLücher werden nicht für Lehrer, soudera^ 
fQr Schüler geschrieben, und miiseen daiier, ihrem Zwecke gemäss, der Fas- 
tuiigskroft des Schülers angemessen sein, den gewöhnlichen Grad von Aufmerk- 
samkeit und Nachdenken berücksichtigen, und selbst solche kleine theoretische 
oiid practuche Schwierigkeiten berühren, welche demKundi|;ea schon iuFleisch 
indBliit fsvwaadell sind. 
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haspeln. Stetige Grossen dagegen sind : die Zeit, Linien, Flächen &c. 
Man kann sich z. 6. eine Linie als aus mehreren kleineren Linien 
zusammengesetzt denken, so dass das Ende des einen Theils zu> 
gleich der Anfang des damit zusammenhängenden ist, und also alle 
Theile zusammen ein ununterbrochenes oder stetiges Ganze (Con- 
tinuum) bilden. 

in. Jede Grösse kann (unmittelbar) nur mit einer gleichartigen 
verglichen und ausgemessen werden. Anfänger müssen sich dieses 
wom merken. Man kann z. B. die Zeh nicnt wägen. Der Zeit- 
maassstab muss selbst eine Zeit, die Flächeneinheit eine Fläche, das 
Winkelmaass ein Winkel sein &c. Daher eben so viele versclüeden- 
artige Einheiten, als verschiedenartige Grössen. 

IV. Eine Einheit kann in kleinere aufgelöst und umgekehrt 
kann eine beliebige Anzahl gleichartiger Einheiten wieder als eine 
grössere Einheit betrachtet werden. Daher die verschiedenen ein- 
fachen und zusammengesetzten (niedera und hohem) Einheiten 
einerlei Art, z. B. Längen -Einheiten: Zoll, Fuss, Ruthe, Meile; 
Gewichts-Einheiten: Loth, Pfund, Centner; Zeit-Einheiten: Stunde, 
Tag, Jahr. Ueberhaupt wird in der Mathematik jede Grösse Einheit 
genannt, insofern sie als Vergleichungsgrösse oder Einheit dient. 

V. Eine Anzahl ist nach dem Vorhergehenden eine unbe- 
stimmte, eine Zahl aber eine bestimmte Vielheit oder Aus- 
druck des Verhältnisses, welches eine Grösse zu der Einheit hat, 
mit welcher sie verglichen oder ausgemessen worden. Der Name, 
durch welchen die Grösse einer Zahl angegeben wird, heisst Zahl- 
wort. Dieses giebt also an, wie oft die Einheit gesetzt oder wieder- 
holt gedacht ist. Für jede besondere Zahl ist daher ein besonderes 
Zahlwort erforderlich. Da aber die Zahlenbegriffe sich bloss nach 
der in ihnen enthaltenen srrössem oder kleinem Menjje Einheiten 
unterscheiden, so ist es offenbar nicht genug, dass das Gedächtnis« 
sich nur die besonderen Namen der Zahlen merkt, sondern es muss 
dies nothrtvendig auch in der natürlichen Aufeinanderfolge derselben 
geschehen, woraach jedes vom Gedächtniss aufgenommene Zahlwort 
nur eine Einheit mehr bezeichnet, als das nächst vorhergehende. 
So hat man z. B. von der Zahl iiinf nur deshalb einen bestimmten 
Begriff, weil man ihn von der vorhergehenden Zahl vier hat &c. 
bis zu Anfang. Es würde nicht möglich sein, die Zahlenbildung in 
einer andern Folge, wie: fünf, drei, hundert, zwei &c. zu lehren. 
„Denn wenn das Erst* und Zweit' nicht war', das Dritt' und Viert' 
war' nimmermehr." 

VL Die Zahlen in ihrer natürlichen Folge hersagen, oder 
Zahlen bilden, die nach und nach um eine Einheit wachsen, 
heisst zählen. Führt die Einheit, welche einer Zahl zum Grunde 
liegt, noch einen besondera Namen, so nennt man sie, so wie auch 
die Zahl , benannt Drückt aber die Einheit überhaupt nur das 
einmalige Vorhandensein einer Sache aus, so ist sie, so wie auch 



t 



die daraus gebildete Zahl, unbenannt; fiLnf Fa«s iat ejoQ 
nannte, fünf nbcr eine unbenannte Zahl. 

Derjenige Tlieil der gesammten Mathematik, welcher sich aus- 
scbliesslich mit der Ableitung und Verbindung der Zahlenbegriffe 
besdiäftigt, nihrt den Titel A ri thme tik. Ihre Giundbeffriffeaiji^: 
ttrSsse, Eiitheit, Vielheit Aue diesen höchst einfkohen, jedeq» 
Mensdien gleichsam angeborenen (Anfachen und deshalb nicht weiter 
tM. .erkarenden) Vorstellungen muM sich die gaaie Mathematak 
entwickeln. 

Grössenkcnntnies kann keiner entbehren, und da diese nur 
vermittelst der Zahlen möo^lich ist, so gehört auch die Zahlenbildung 
n)it zu den ersten und notnwendigsten unserer geistigen Bedürfnisse; 
denn das erste kindllclie Verfahren, eine Viellieit bei eins und eins 
und eins anzugeben, ist doch ein wenig gar zu uaiürlich und unge- 
künstelt. 

Die Bildung der ursprünglich wiUkQrfichen, auch in allen 
Spmchen verschieden lautenden Zahlwörter liegt eigentlich der 
Sprachlehre ob; weil aber doch ein gewisses matnematischea Ver» 
fahren dabei zu beachten ist, welches das Gedächtniss so wenig 
als möglich belästigt , so mag auch die Arithmetik die Bildung der 
Zahlwörter und Zahlzeiclien als ihre erste Aufgabe übernehmen. 
Und damit nun in der Folge alles möglichst leicht und klar werde, 
wollen wir nichts als bekannt voraussetzen, uns daher absichtlich 
in den frühesten Zustand der Mathematik zurückdenken, mit der 
Erfindung des Zählens, also vom Ei an beginnen, und so nach und 
nacli die ersten Pforten derjenigen Wifleenschafb anfechliegsen^welohc 
uns mit dem Himmel in Verbindmig setzt. 
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Erster Theil. 

Specielle ArithiuetiL 

: • 



Erstes Buch. 

Zahlenbildung und Zahleusyötem. 

1. 

Die Vorstellung der Einheit oder djis einmalige Vorhandcn.<clu cincf 
Sache benennen wir mit dem Worte Eins. D'ig, wiederholte 
Vorstellung der Einheit aber wollen wir mit einem einzigen , uz^ 
-pi ünglich willkürlichen Worte (wie etwa zwei, duo, deux. two-ftc.^ 
belegen» und statt eins und eins zu sagen: das kürzere Wort zwei 
aussprechen. Für die auf zwei folgende Zahl, niinilic.li zu i i und eins, 
ist schon das Wort drei gewählt, welches wir also heibehsdten. — 
So gehen wir nun schrittweise, jedesmal lun eine Kinheit weiter, 
und sagen vier statt drei und eins, fünf 8t;ift vier und eins, scclis, 
ylehen, acht.... — Die durch lange Uebung im Gcdächtniss 
behaltene Folge dieser Zalüwörtcr ist es aber eigentlich, wodurch 
wir uns der bestimmten Anzahl Kiiilicileu, welche jedes Wort be- 
zeiohnet» schnell emmezn. 

Es ist nicht schwer, auch für einige der nun folgenden Zahlen 
eigenthümliche Wörter zu finden, z. B. neu n, zehn, elf, z w31 f &c. 
allein auf diese Weise noch lange fortschreiten zu wollen , ^\ürtle 
doch. völlig unmöglich und unüberlegt sein; denn wo gäbe es wohl 
eine so fruchtbare Erfindungsgabe und ein so grosses Gedächtniss. 
alle sonach nÖthig werdenden unzählijjen Wörter zu ersinnen und 
zu behalten. Dennoch mag, wenn nicht, wie ,1 ose p hu s benclitet, 
Adam ii;! eich als jielehrter Mathematiker rjeboren wurde, die Welt 
schim lange gestanden haben, bis Jemand den vernünftigen Ge- 
danken fasste: um beim fernem Fortzählen der gar zu schnell^ 
Anhäufung von Wörtern torasubeugen, nut erst eine beliebig 
kurze Strecke zu zahlen, z. B. bis zehn, und dann, ohne neue 
Wörter hödiig zu haben, die Verbindung der folgeüden Einlictten 
mit dieser Zahl zehn durch das Wort und anzudeuten. * 
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Statt also fikr die auf zehn folgende Zahl ein neues Wort zu 

wHlilpTi, sagte man: eins und zehn, darauf: zwei und zehn, drei 
und zehn &c. bis zehn und zehn. Dass man später das Wort und, 
der Kürze wegen, wieder wegwarf, war keine grosse Erfindung, 
and dass man noch später statt einszehn, zwei zehn (undecim, duo- 
decim) die etwas kürzeren Wörter: elf, zwölf einführte, war 
eine onnSthige Verbesserung, die, wenn nuui €B bomoikoD will, 
4er Jupend nur das ZUdenleraen enehwert 

Die ZaU sehn kann man alt eine ans dn&dien Einheiten 
oder sogenannten Einern zusammengesetzte neue Einheit^Zehner 
genannt, betrachten, und darnach »hlen (Vorbegn VI), mithin 
statt zehn und zehn auch zweimalzehn sagen. Hierauf folgt 

also: eins und zweimalzehn, zwei und zweimalzehn zehn und 

zweimalzehn, dafür: dreimalzehn, femer: eins und dreimal- 
zehn &c. bis zehnmalzehn. Die Wörter zweimalzehn, dreimal- 
zehn &C. bis neunmalzehn, wurden durch blosse Auslassung des 
Wortes „mal" und die kleine Veränderung der Silbe zehn in zig, 
in die etwas kfinDon: swanzig, dreizig San, zueanunengezogen; 
■tatt sehnmalzehn iat dae neue Wort hundert eingeführt 

Von hier an wird nun, dem Spraohgebrauäie gemSss, die 
grossere Zahl immer vor der kleinem ausgesprochen , also : hundert 
und wm, hundert und zwei n. s. £ bis hundert und hundert, dafUr: 
zweihundert, indem man hundert wieder als eine Einheit, 
Hunderter, betrachtet. Femer: zweihundert und eins <&c. bis 
zehnmal hundert, wofür man das neue Wort tausend gebraucht. 
Die Zahl tausend betrachtet man wieder als eine neue Einheit, 
eben £o die Zahlen zehntausend und hunderttausend, welche 
letzteren aber keine besondere Namen erhalten haben. Statt tausend 
mal tausend aagt man: Million^ und fiir Million mal Million: 
Billion; mrJffilUon mal Bilfion: Trill ion. IMe nachfolgenden 
wenigen Wörter kann Jeder, der an solchen fibeninnlichen Vor- 
stellungen Vergnügen findet, nach dem angedeuteten Crange seihet 
bilden, nämlich : Quatrillion, Quintillion, S extillion, Sep- 
tillion, Octillion, Nonillion, Decillion, Undecillion, 
Duodecillion &c. &c. Diese letztgenannten Zahlwörter aber 
sind, schon von Trillion an, völlig überflüssig, weil sie nie vor- 
kommen. Schon Billion ist eine wahre Unzahl, die man nur in 
seltenen Fällen gebraucht, wenn man z. B. die, wenn auch be- 
stimmte, jedoch &et alle deutliche Vorstellung sehende Entfernung 
der niefaaten Fixsteme Sto, knn anadrfioken inlL 

2. 

Auf diese Weise war es also möglich, alle denkbaren Zahlen 

mit sehr wenigen Wörtern bestimmt zu benennen. — Ursprünglich 
haben wir nur die zehn ersten und , wenn man die Wörter hundert, 
tausend, Million und höchstens noch Billion dazu rechnet, im Ganzen 
doch nur vierzeha Wörter zu erfinden brauoheot denn die übrigen» wie 



TVillioD, Quatrillioa &c. gehSran nutt wimtiisoiiafiHclien Loxai. 
Wir können schon seUhifig sablen, indem wir et von Jugend anf 
nach und nach spielend lernten. Stellen wir ÜkiB aber den eietMi 

Zustand der Wissenschaft recht lebhaft TOT» 80 werden wir auch 
dieses offenbar nicht durdi Zufall entstandene, sondern wohldnrdw 
dachte einfache Verfahren , die Zahlen leicht zu unterscheiden , £U 
würdigen wissen; wie leicht hätte nicht auch zur Qual unserer 
Jugend ein weit schwerer <u lernendes Verfahren entstehen k&men. 
(3iehe Anhang } 311.) 

«. ' 

Alf auui nmi eo mk dem ZSUen anra Bdne gArnm^, war» 
dachte man anoh anf Mittel^ gewisse» olme Zutreten der Kmist aefar 

beschwerliche oder gar uninc^liche Beehnungen mit den Zahlen zu 
erleichtem. Anfangs und lange mögen sich unsere Vorfahren (die 
Europäer noch im 14ten Jahrhundert) mit einem mühsamen Zu- 
zählen und Abzählen und einer gewissen Art Kopfrechnen beholfen 
haben, bis ein erfindungsreicher Geist, ein wahres mathematisches 
Genie, auf den glücklichen Gedanken kam, die Zahlenbegriffe durch 
ganz einfache Zeichen anzudeuten. — So wurde festgesetzt: das 
Zeiciien 1 solle die Einheit bedeuten, das Zeichen 2 an die Zahl 
zwei erinnern, die Zeichen 3, 4, 6, 7, 8, 9 die Zahlen drei bis 
neun darstellen. 

Ursprünglich waren ^ese Zeichen ganz wiUkurlich; andi haben 

sie erst nach und nach ihre jetzige einfache Form erhalten. Man 
sag:, die Phönizier seien die Erfinder dieser Zdchen. Von diesem 
gebildeten Volke sollen die Araber sie bekommen, aber immer 
verheimlicht haben. Erst zur Zeit des Sarazenenkriegee sind diese 
Zeichen (von dem Europäer die arabischen Ziffern, von dem Araber 
selbst aber die indischen Buchstaben genannt) in Europa bekannt 
geworden. Etwas früher findet man wohl hie und da in Inscliriften 
eine dunkle Spur derselben, ihr nützlicher und kunstgerechter Ge- 
branch war aber selbst im 15ten Jahrhundert noch Wemgen bekannt. 

4 

So wie für die Zahlen von eins bis neun, hätte man auch 
leicht noch fiir einige der folgenden einfache Zeichen erfinden 
können, z. B. fiir zehn das Zeichen: f , für elf: 5, für zwölf : -) &c. 
Allein auch hier würden Erfindungs- und Gedächtniswkraft nicht 
ausreichen, für jede besondere Zahl ein eigenthümliches Zeichen 
zu erfinden und zu behalten. Der höchst sinnreiche Einfall, diese 
Unmöglichkeit bloss durch systematische Stellung der Ziöeru aui- 
zuheben, zeugt wahrlich von grossem ^Scharfsinn. 

Setzen wir a. B. htk, daaa (in Ueberttnatimmimg mit nnücrm 
yerfiduren za ^QJen) die zehn einfidben Xänheiten (Einerj zi^* 
sammengefiisst, als «ne neae Bmheit (Zehner) für noh betrachtet 
werden iind» Ätr^Unterscheidiu^ von den trinfaithfin B'^' ^ f i tim^ aina 
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Einheit Isten Ranges heisseii eoll; ferner zehn Klnhelten ersten 
Ranges, oder zehn Zehner, d. h. die Zahl hundert, als eine neue 
Einheit 2ten Ranges anzusehen u. s. f., je zehn Einheiten irgend 
eines Ranges eine Einheit nächst höheren Ranges gelten zu lassen, 
SQ dass also tausend eine Einheit des 3ten, zehntausend eine Ein- 
heit des 4ten, hunderttausend vom 5ten, Million vom 6ten Ringe 
wird &c, so können \^4r, bloss mit Hülfe der neun ersten Ziffern 
und des nachstehenden Systems, alle möglichen Zahlen auf eine 
höchst einfache und bestimmte Weise bezeichnen. 

Jede der neun ZifTem 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, deutet, allein 
stehend, durch ihre ei^enthümliche Figur eine bestimmte Anzalil 
Einheiten an, sobald sie aber in verschiedene Plätze des Systems 
gesetzt werden, erhalten sie auch verschiedene Bedeutung, und die 
tJeberscliriften geben dem Auge schnell zu erkennen, was für Ein- 
heiten sie darstellen, ob Hunderte, ob Tausende &c. Setzt man 
z. B. die Ziffer 6 in den dritten Rang, so stellt sie sechs Einheiten 
3ten Ranges oder die Zaid sechstausend dar &c. Um die Zahl 
dreissigtausend mit Ziffern zu schreiben, setzt man die Ziffer 3 in 
den vierten Rjing, weil dreissig tausend so viel ist, als 3 Einheiten 
vierten Ranges. Enthält eine Zahl verschiedene Einheiten, so setzt 
man für jede besondere Art die sie darstellende Ziffer "gehörigen 
Orts hin. Es ist z. B, vier und dreissig tausend zweihundert sechs 
und fünfzig so viel, als: dreissigtausend, viertausend, zweihundert, 
liinfzig und sechs, wie bei (a). Eben so schreibt man die Zahl 
siebenhundert und neuntausend und fiinf, wie bei (b), wo die 
Plätze des Isten, 2ten und 4ten Ranges unbesetzt bleiben. 



• 


• 


V. Rang 
Hndrttsd. 


IV. Ranfr 
Zehntsd. 


HI. Rang: 
Taoscnde 


Hunderte 


1. UaiiK 
ZchDcr 


Einer 








3 


4 


2 


5 


6 






7 


■ • • 


9 


• * • 


• « • 


5 



Sind zwischen den mit Ziffern besetzten Plätzen keine unbesetzt, 
wie bei (a), so wird der Ranj^ einer jeden Ziffer schon durch die 
Anzahl der rechts auf sie folgenden bestimmt; so ist z. E. die 
Ziffer 5 bei (a) vom ersten Range, weil rechts nur noch eine Ziffer 
folgt. In diesein Falle also, wo alle Ränge vom höchsten an be- 
setzt sind, kann man das Schema offenbar entbehren, und z. E. die 
Zahl bei (a) kürzer so schreiben; 34256, indem man den Rang 
einer jeden Ziffer sehr leicht (durch lange Uebung schon auf den 
ersten Blick) findet, wenn man die auf einander folgenden Ziffern, 
von der Rechten gegen die Linke (Einer, Zehner, Hunderte &c.) 
in Gedanken durchläuft. Selbst in den Fällen, wo, wie bei (b), ein 
oder mehrere Plätze unbesetzt sind, kann man das Schema dennoch 
weglassen, und den Ziffern dadurch ihren gehörigen Rang anweisen, 
* indem man die auf sie folgenden leeren Plätze durch irgend ein 
bcl)cl>igc8, an sich bedeutungsloses Zeichen besetzt. Man bedient 



t 
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sich allgemein des kreiefTirmigen Zeichens 0, im Deutschen Null 
genannt (im Arahischen Zephiruni, Zv.ro, Ziffer). Die Zahl bei (b) 
kann man also kürzer so lekreibeii: 709005. . 'Anffiiigar pflegen 
ftiid» fldteii «ine richtige VoraielluDg von diesem Stellzdcfaen 0 zu 
machen. Eg giebty wie gesagt, nur den vorhergehenden Ziffern 
BÖsag und Bedeutung; .auf £e nach^olgeiicleu :vljer hat ea, als 
Uoflier liuckenbüfiser« nicht den geringsten BinfluBg. . 

' • . ' ' 5. • 

Eine jede mit beliebig vielen Ziffern freschriebene Zalil auszu- 
sprechen, hat nunmehr gar keine Schwierigkeit. Man braucht jpich 
nur die Aussprache, einer seclisziftiigen Zahl zu merken und sich 
zu erinnern, dass man dem Sprachgebrauch zufolge, die Einer vor' 
den Zehnem, und die Einheiten der Tausende, älmtausende und 
Hunderttausende auf «npal ausspricht: z. B. 26 lies: seciiS und 
zwanzig, ond nicht «. wie es nach dem Schema heissen müsste: 
zwanrig sechs (vingt-six); 326000 lies: dreihundert sechs und 
zwanzig tausend, und nicht: dreihundert tausend,, zwanzig tausend» 
sechstausend. Beispiele: 

6i2079 dn und fön&Ig tausend zweihundert und ^eben 
509004, fünf hundert und neun tausend und vier 
319039, dreihundertneunzehn tausend und neun und dreissig 
100070, (ein) hunderttausend und siebzig 
111111, (ein) hundert und elf tausend ein hundert und elf 
• 555555, fünf hundert und fünf und lunfzi^ tausend fünf hui^ert 

und fünf und fünfzig 
700Ü09, siebeuhuuderttuusend und neun. 

Hat ^ne Zahl mehr als sechs Ziffern, so theile man sie, von 

der Kechten gegen die Linke, in Clausen, deren jede sechs Ziffern 
enthält (die höchste, links stehende Classe kann aber auch wwiger 
haben), dadurch sind dem Auge Haltpuncte gegeben, womach es 
leiclit die Einheiten des 6ten, 12ten, ISten &c. R.mge8 (Million, 
Billion, Trillion &c.) erkennt. Dies ü;eschehen, fange man bei der 
höchsten Classe an und spreche jede, als wenn sie ganz allein da 
stünde, für sich aus, und setze am Ende einer jeden Classe nur 
noch den Namen derjenigen Einheit hinzu, deren Wiederholung 
so» darstellt. Beispiele: 



Anzahl 


Anzahl 


Anzahl 




der 


der 


der 




TVillum 


Billi<ni 


iGllion 


« 


2073 


975403 


400064 


507001 



lies: zweitausend und drei und siebzig Trillionen, neun hundert 
fünf und siebzig tausend vier hundert und drei Billionen, vio 
hundert tausend und vier und sechszig MüHonen, fünf hundert und 
ziebea tausend und dns. 



uiyiiized by Google 







IV 


1 ™ 


n 




35004 


701020 


000303 


456007 


897004 


290001 1 311450 



Hefi: 35004 SextilHonen, 701020 Qinntillionen, 303 Quatrillionen, 
456007 Trillionen, 897004 Billionen, 290001 Millionen, 311450. 
Soll unigekehrt eine in Worten gegebene Zahl mit Ziffern dar- 



gestellt werden, so kann man die Plätze, welche die verachiedenen 
Einheiten einnehmen müssen, erst durch Puncto bezeichnen , und 
dann die Zaffem hineinschreiben. 



m 


n 


I 













6. 

Dic«e systematische Ordnung, nach welcher man mit wenigen 
Ziffern alle Zahlen darstellen kann, heisst ein Zahlensystem« 
Da bei unserm eben erklärten und wahrscheinlich ziemlich allgemein 
ffebräuchlidien System, dar ui^r&i^Edi wülktfacliolie Geiets xnm 
Ojimde gelegt worden: daas jede Einheit einer linka stehenden 
•Zifier, «^TT"ftl so grosa ist» ala we Einheit der nächst rechts 
stehenden, so wird auch aua diesem Grunde die Zahl sehn die 
Grundzahl unsers Zahlensystems und das System seibat das 
Decimalajatem oder Dekadik genannt (d^'x», zehn). 

Mit der sdi^neii und nützlichen Erfindung des Zahlensystems, worüber sdhat 
die grössten Männer, wie Newton, Leibmtz, Lftplaae»'fltre Verwunderung 

und hoho Achtung bezeigt haben, war der Grund zur ganzen speciclleu Arith- 
metik gelegt, die streng genommen, schon in jener Erfindung enthalten ist. und 
ab nnmittelbaie Anweii<ning hat ganz von selbst daraus herirorgeht 

Dass wir beim Bechnen mit Ziffern dieselben immer rückwärts sehreiben 
müssen, rührt daher, dass im Zahlensystem der Rang der Einheiton von der 
Rechten gegen die Linke steigt. Dies verräth den morgenlaudiächea Ursprung 
und beweist wohl, dass die Morgenländer alle links gewesen sind. Wir aber, 
die wir gewohnt sind, mit der rechten Hand zuschreiben, müssen dieseOrdnung 
unbequem finden, indem sie uns im schnellen und gnideii Schreiben der Ziffern 
wirkhch hinderlich ist. Doch kann dieser kleine, wohl nur von Wenigen be> 
merkte Uebelstand leicht entschuldigt werden. 

Die Griechen und Römer hatten kein solches wissenschaftlich gel ildetes 
Zahlensystem und daher auch keine Arithmetik. Bei den Köraeru konnte noch 
einVonnnnd, wegen gröblichen Betrugs ror Gericht gezogen, ungestraft mit der 
Entschuldigung n-ei Kommen: er sei kein Redinenkün stier, und das um so 
leichter, da gewisse lichtscheue Leute das Rechnen mitZitFem für Zauberei un^i 
Sünde erklärteni die Mathematiker und Naturforscher, wie Gahiei, Bruno u. 
denen die MenseUieit sowohl in msteriener als geistiger Hinsieht so riel aa 
yerdanken hat t Befreiung von dem, die Welt verfinsternden Aberglauben, grau- 
samen Hexenprocesse, £qaifition fte.), in den Kecker nnd anf den Scheiter* 
häufen warfen. 312.) 
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Zweites BucIl 



Von den vier Beohnnngeuurtea 



L Addiü 
7. 



i/ie erste Anwendung des Zahlensystems besteht darin, mehrere 
Zahlen mit einander zu vereinigen, oder in einem einzigen Zahlen- 
begriff zusammen zu fassen. Die Zahl, welche nach der Vereinigung 
enäteht» und allein so gross iat, oder dieselbe Menge Emheitcm 
enthilt, alt alle gegebenen Zahlen (PSste) nwainmeny heint die 
Summe, und daa Verfahren, dieselbe auf eine kürzere Weise ak 
durch das mfihsame 2SnsäUen hei eins und eine ku finden, ad d i r e n. 
Dieses setst Tenraa, dass man die Summe je zwei anzifirieer Zahlen 
auswendig wisse. Die Addition kann keine besondere f^rfindung 
genannt werden, weil ilir Verfahren ganz von selbst aus der Theorie 
des Zahlensystems folst. Man schreibt nämlich die zu addirenden 
Zahlen so unter einander, dass nach dem Zalilensystem gleichnamige 
JEUmg-Einheiten unter einander stehen (£iner unter Emer, Zelmer 
unter Zehner &c)und addirt alsdann, bei den niedrigsten Einheiten 
•ttfiuigend, jede JEtethe l&r aiefa» indem man fOr je lehn Einheiten 
einer Beihe fwneEinhmt Bufd^ folgande übertiBff|^ d. L ^e e twai ge n 
Zdmer aus der ersten Beihe zur zweiten, und die etwaigen Zehner 
(eigentlich Hunderter) ana der zweiten Beihe inr dritten zählt &o. 
Sind sehr viele Zahlen zu addiren, so kann man auch beliebige 
Einschnitte machen, die Summe eiat theilweiae auofaen nnd dann 
wieder diese Sunune addiren. 

Es ist offenbar gleichgültig, in welcher Folge man die Zahlen unter ein« 
ander ordnet and addirt; man evhUt doeji immer dieselbe Menfe Klnhsitm als 
deren Summe. Beispiele: 



7 



0 



789959 
98879 
857768 




997997 
60088 
7673099 



5599 

9075 
899 



Summe 1|2|6|9 



24 



i9083884 



2. Subtractiou. 

Die Subtracfion lehrt den Unterschied zweier Zahlen 
finden, oder eine Zahl von einer andern ahzielien. Die Zahl, von 
welcher eine andere abi^ezngen wird, heisst Minuendus (die zu 
verkleinernde Zalü) und die, welche davon abgezogen (öubtrahirt) 
wird, Subtrahendns (^e al^znz^eheiide Zäl, das, was vom 
Minuendn« noch übrig bleibt, heisst Rest oder Differens. Die 
Regel der Suhtracdon ergiebt sich ganz von selbst aus der Theorie 
des Zahlensystems. Man wird nämlich den Subtrahendus so nnt^ 
den Minuendus telzen, dass gleichnamige fiinheiten unter 
einander stehen, und dann bei den Einem anfangend, jede Ziffer 
des Subtrahendus von der j]jleichnamia:en darüber stehenden im 
Minuendus subtraliiren, * und im Fall diese Zifter kleiner ist, die 
nächste links stehende Ziffer um eine Einheit verkleinem und daiür 
jener zehn Einheiten wieder zurechnen, alsdann kann die unten- 
stehende Ziffer im Subtrahendus von der darüber stehenden, um 
feehn Tenprösserten sabtndiirt werden (No. 2). 

Ist Ziffer, von welcher sabtiahirt weiden soU, zu Idein und 
dSe mnäofast tinbi folgende eine Null (No. 3), so nrass man weiter 
beben und aus der ersten geltenden Ziffer eine Einheit wen-nehmen« 
Für diese Einheit kann man an die Stelle der folgenden J^ull zehn 
"setzen. Aus diesen zehn Einheiten wieder eine Einheit genommen, 
kommt an die Stelle der Null neun zu stehen äc., so dass also 
die erste geltende Ziffer um eine Einheit kleiner, aus jeder lolgenden 
Null eine Neun und die zu kleine Ziller, von welcher subtrahirt 
werden soll, um zehn Einheiten gröi>ser wird. Dieses Verfahren 
wird noch anschaulicher, wenn man nach geechehener Subtraction 
den Best wieder zum Snbtrahendus addirt, wo dann, wenn in beiden 
Operationen kdn I^er vorgefallen, der Sfinnendns wieder eiv 
scheinen moss. 

(1) Minuendus 789 (2) 
Subtrahendus 246 



• 


10 


. 10 


. 10. 10 


3 


4 


53 


(3) 30002503 


1 


9 


ll4 • 


27494097 



Best 548 l|5|3|d 2508406 



(4) 70040321 
29067832 



40972989 



* Dfts Wort Ziffer wird oft, der K.Urze we^cn, gleichbedentend mit dem 
Worte Zahl ^cbraiMiht Ab sish ist aber dae Ziffer ebenso wenig eine Zahl^ 
ids die vier Ziehen: H, a, % ebe wirldidie WUmi^ 
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8. MultiplioatUm. 

• * • • 

• • • 

• 9. 

DieMuItipHcationlehrtjdicBegeln, nach welchen man ein 
Terlangtes Vielfache einer vorgegebenon Zahl leichter als durch 
gewöhnliche Addition finden kann. — Die Zahl, deren Vielfaches 
gesucht wird, heisst Mult i p 1 i c a n du s (die zu vervielfachende Zahl), 
und die, welche angiebt, welches Vielfache des Multiplicandiis ver- 
langt wird, M ul t i p 1 i c a t o r ( Vervielfaciier), das durch Multipliciren 
erhaltene Vielfache heisst Pro du ct. Beide, Multiplicator und Mul- 
tiplicandus, heissen die Factoren des Products. Soll z. £. das 
StiAche der Zahl 8 angegeben werden, so wäre ß der Multiplicandos, 
5 der Multiplicator, 40 das Product'Und 5 und 8 die beiden Fao- 
toren dieses Products. 

Der £rste, der die schöne und wichtige Ei-findun^ der Maltis 
plication machte» ist vielleicht durch lolgenae Betraohtiingw darauf 
gekommen. 

Es sei z. B. das 4253 fache der Zahl 8067 zu finden. Man 
denke sich nun den Multipllcaudus, wie bei A angedeutet, sooft 
unter einander gesetzt, als der Multiplicator die Einheit enthält. Den 
Multiplicator denke mau sich in seine einzelnen Hang -Einheiten 
^erlegt, wie bei B, und dann die ganze Keihe der unter einander 
stehenden gleichen Zahlen in kleinere Abschnitte getheilt, wovoik 
der erste so viele Föste enthalt, als der Multiplicator Einer, danii 
so viele gleiche Abscluutte, von je zehn Posten, als der Multipli- 
cator Zelmer enthält, femer so viel jjleiche Abschnitte von je hundert 
PöBten» als der Multiplicator Hunderte enthält o. «. £ 



Wenn man nun die Summe der ein- 
zelnen Abschnitte sucht und dann wieder 
diese Summen addirt, so erhält man offen- 
bar das verlangte Product 10 . 24201 

^ Die Summe , welche 1(H 100, 1000 
gleiche Poste enthalten, findet man nun 
aber ohne alle Beohnnng, wenn man nnr 
überlegt, dass nach der Theorie unsere 
Zahlensystems eine Zahl 10 mal nehmen« 
nichts Anderes heisst, als jede ihrer 
Rang-Einheiten in den nächst höheren Rang 
zu rücken, oder ihr bloss eine Null an- 
zuhängen: eine Zahl 100 mal nehmen, so 
viel ist, als jede ihrer Rang-Einheiten um 

zwei £^g6 höher zu bringen, was durch — r- 8067 0 
Anhängen von swei NoHen gesofaielit 



B 




S 


8067 


10 


8067 


10 


8067 


10 




10 


8067. 


10 . 


8067 


100 


8067 


100 


8067 


1000 


8067 


1000 


8067 • 


1000 


8067 


1000 


8067 


4253 


8067 




8067 




8067 
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Man findet also Summe der ganzen Rdhe A oder das 
#25Sfache des Multiplicandus, indem man denselben erst so oft- za 
sich selbst addirt, eis der Multiplicator Einer enthält, wie bei a, 
dann so oft, als der Multiplicator Zehner enthält, und der Summe 
eine Null anhängt, wie bei o Sac c, d, und endlich alle diese Summen 



8067 
8067 
8067 



b 

80670 

80670 
80670 
80670 
80670 



806700 

806700 



8067000 
8067000 
8067000 
8067000 



24201 
403350 
1613400 
32268000 



24201 403350 1613400 32268000 54308951 

Da die hochtse Ziffer im Multiplicator nur 9 sein kann, so folgt, 
ä$BB man nach diesem Verfahren den Multiplicandus nie öfter als 
• mai m idflii adbit sa mMkm brancht. Macht man tkk ilio xa 
üimm GebiMioh Udne MnltipUcatioiiftabeUe i, ans welcher 
man du Zwofiushe, Drei&ofae • • • dIs Nennfmohe einer jeden eui* 
liffiigen Zahl unmittelbar entnehmen kann, so wird die Arbeit be» 
deutend erieiobtert, noch mehr, wenn man diese kleine, unter dem 
Namen Einmaleins bekannte, nützliche Tabelle im Kopfe hat, 
indem man dann die einzelnen Summen a» c» d gleidi unter 

wie bei 



1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


2 


4 


6 


8 


10 


12 


14 


16 


18 


3 


6 


9 


12 


15 


18 


21 


24 


27 


4 


8 


12 


16 


20 


24 


28 


32 


36 


5 


10 


15 


20 


25 


30 


35 


40 


45 


6 


12 


18 


24 


30136 


42 


48 


54 


7 


14 


21 


28 


35 


42 


49 


56 


63 


8 


16 


24 


32 


40 


48 


56 


64 


72 


9 


18 


27 


36 


45 


54:63 


72 


81 



Multiplicandus : 8067 \ ^. 

Muluplicator; 42531 ^ 

24201 

(f) 40335 

16134 
82268 

Ptednott 24308951 



Man multiplicirt nämlich erat mit der letzten Ziffer des Multi- 
plicators, dann mit der vorletzten, indem man das Pioduei um eian 
Melle gegpn die Laake rückt wie bei g. 

« 

la 

Haben beide Factoren, oder auch nur einer derselben, Nullen am 
Bnde, so braucht man nur (wie aus der vorhergehenden Theorie 
leicht SU folgern iat) die bedeutlichen Ziffern mit einander zu 
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multlpliciren, und dem Producte so viel Nullen anzuhängen, als 

beide Factoren zusammen (am Ende) haben (No. 1 und 2). Kommen 
mitten im Multiplicator Nullen vor, so kann man, um einem Irrthum 
vorzubeugen, das Zurückrücken der einzelnen Producte durch Puncte 
bemerken (No. 3). Uebrigens kann man die Factoren eines Pro- 
ducts immer mit einander verwechseln, und, der leichtem Rechnung 
wegen, den kleinsten zum Multiplicator neluuen. (Siehe § 313.} 

(1) (2) (3) 

82 ^ 5302000 80794 

4000 3400 200506 



128000 21208 184764 

15906 153970- 
18026800000 61588" 



6174381764 



4. Division. 



11. 



Die Division lehrt folgende beiden Fragen beantworten : 1) Ef 
ist eine Zahl (z. E. 54) gegeben, man fragt: wie gross ein be- 
stimmter Theil derselben, z. B der 6te, ist. 2) Es ist eine Zahl 
(54) gegeben, man fragt, wie oft eine andere Zahl (6) darin ent- 
halten ist Beide Fragen lassen sich in eine einzige zusammen- 
ziehen, denn da •sow^onJ im ersten als im zweiten Fall die gesuchte 
Zahl so beschaffen sein muss, dass sie, mit der zweiten Zahl 6 
multiplicirt, ein Product giebt, welches der ersten Zahl gleich ist, 
so kann man sowohl die erste als zweite Frage «Ugemem so aus- 
drücken: Es ist eine Zahl, Dividendus (die zu theilende Zahl), 
z. B. 34308951, als Product zweier Factoren, gegeben; der eine 
Factor, hier Divisor (Theiler) genannt, ist bekannt, z. B. 4253, 
man sucht den andern unbekannten Factor, hier Quotient (Theil) 
genannt. 

Die Division ist also grade das Umgekehrte der Multiplication, 
denn die Multiplication bildet aus zwei Factoren ein Product, die 
Division soll aber umgekehrt ein Product in zwei Factoren, wovon 
der eine gegeben ist, zerlegen. Die Regeln hiezu findet man nach 
gehÖrio;er Ueberlegung sehr leicht. Statt nämlich, wie es der erste 
Gedanke eingiebt, den Divisor wiederholt vom Dividendus zu sub- 
trahiren, und für jede Subtraction eine Einheit in den Quotienten zu 
setzen, zeigt ein wenig Aufmerksamkeit, dass sich dieses Verfahren 
mit Hülfe der Multiplication sehr abkürzen lässt. Vergleicht man 
die Ziffern des Divisors mit eben so vielen des Dividendus, so sieht 
man leicht, indem man den Divisor mit 8 multiplicirt und diesem 
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Product (m Gedanken) drei Nullen anhäncft, änss das SOOOfache de« 
Divisors noch kleiner, das 9000fache aber ^Össer isf, als der Divi- 
dendus. Der Quotient lie^rt also zwischen 8000 und 9000, und 8 
muss mithin dessen erste Ziffer sein. Man kann also das SOOOfache 
des Divisors auf einmal subtrahiren. Ver^^leicht man wieder die 
Ziffern des Divisors mit eben so vielen des Restes, so sieht man, 
dass das 60fache des Divisors kleiner, das 70fache aber grösser 
ist, als der Rest, und dass mithin 0 die zweite und 6 die dritte 
Ziffer im Quotienten sein muss &c. 



Divisor 


Dividendus 


Quotient 


4253 


34308951 
34024000 


8000 
60 




284951 


7- 




255180 


8067 




29771 
29771 





4253 



kürzer: 
34308951 
34024::: 



28495 : 
25518 : 

29771 
29771 



8067 



12. 

Die eben erklärten vier Rechnungsarten, welche als ein veiv 
küi'ztes Zuzählungs- und Abzählungsverfahren betrachtet werdcri 
können, werden von Einigen mit Recht die Seele der ganzen Arith- 
metik genannt. Die grosse Leichtigkeit und Schnelligkeit, mit 
welcher man sie ausfuhrt, ist oflfenbar eine Folge des einfachen 
Gesetzes im Zahlensystem, dass durchgehends die Einheit einer links 
stehenden Ziffer ein gleich Vielfaches einer Einheit der nächst 
rechts stehenden gilt, weshalb man auch bei allen vier Rechnungs- 
arten an den Namen der Einheiten, mit welchen man rechnet, gar 
nicht zu denken braucht Wäre statt dieses einfachen Gesetzes ein 
verwickelteres eingeführt worden, z. E. dass sechs Einheiten der 
ersten rechts stehenden Ziffer eine Einheit der zweiten, dann vier 
Einheiten der zweiten eine Einheit der dritten gelten solle 
wie stände es dann um unsere schone leichte Arithmetik? 
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13. 

Wissenscliaft hat zur Benennung zusammengeeetzter Begriffe 
ihre eigenen Kunstwörter, die gleich den Fürwörtern ganze bätze 
vertreten und mithin zur Abkürzung des Vortrags dienen. Wer 
nicht alle Augenblicke auf Dunkelheiten stossen will, muss sich die 
Bedeutung dieser Kunstwörter wohl merken, denn im schrifUioliea' 
Vortrage werden sie nur einmal erklMrt und dann ila-bekuflaiik 
foiausgesetzt — Um dem AnfSotgep dies einlenolitend and xogleieh 
begranidi zu machen, dass, ohne Kunstwörter zu gebraudienyder ^ 
Vortrag unerträglich weitläufig und dadurch imaeutyflii' wtrdn 
würde, nehmen wir als Beispiel nur den Satz: 

„l)er Rest zum Subtrahend addirt, giebt den Minuend wieder." . 
Sollte nun dieser Satz ausgesprochen werden, ohne von den eben ^ 
gebrauchten Kunstwörtern Rest, Subtrahend, Minuend &C. la 
profitiren, so mü.->iste man sehr welt^cluveifig sagen: . 

' „Die Zahl, welche von einer Hiidern abfrenommen worden ist, 
S&thif zu der Zahl, welclic übrig geblieben, iiinzugezählt, diejenige 
&hl wieder, von welcher man wtere abgezogen haut,** 

Man kann also auch 9olehe Kunatwörter, wie man neht» 
nicht allein zur Abkürzung des Vortrags, sondern auch zur Deut- 
lichkeit dienen, nicht als fremde Wörter betrachten. Die meisten 
Kunstwörter der Mathema^ sind £ut in allen Sprachen dieselben. 
Solche Kunstwörter müssen also, eben weil sie ganze Sätze oder • 
mehrere Vorstellungen enthalten, bevor sie gebraucht werden dürfen, 
immer erst erklärt werden, und das selbst, wenn man auch in der 
Sprache reden wollte, aus welcher sie stammen; sie lassen sich 
auch schon deshalb nicht durch ein einziges Wort übersetzen, weil 
die Begriffe, welche man mit ilmen Terbindet, beim jetzigen Zu- 
stande wlll^aaenadiaft Tielgrössernl^^ h^ben» ala aie unpr&ng- 
lieh, in der Kindheit der WiMeBsohaft, hatten. . ; < 

Die Mathematik würde den Anf üngeiTi yon dnigermaaaaen ge^ 
niftem Verstände nicht so schwer vorkommen, wenn sie von Haus 
aus die Begriffe klar aufzufassen suchten, und Zeichen und Kunat- 
wörter nicht mit einander verwechaeUen. 
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14. 

Um ktin anzudenien, cbm mehrere Gröseen addirt werd« 
sollen, schreibt man die Grössen in beliebiger Folge nach einander 
hin lind setzt vor jede (die erste ausgenommen) das Plus- oder 
Additionszeichen (-}-)« welches also abgekürzt, statt dei Wortes 
piu» (n»t;hr} steht; z. B. 3-j-8-(-5 lies: 3 plus 8 plus 5. 

Soll eine Grösse von einer andern subtrahirt werden, so sctÄt 
Aaxk, um dies in Zeichen anzugeben, vor die t.u subtrahirende 
Oro8^ du Mim- odBV BvktlmSmumMasa (— & B. $-*frJkit 
8 minus (weniger) 5. 

Um atizudeuten, dass zwei oder auch mebrere Factoren nut 
einander multiplioirt werden sollen, schreibt man die Factoren in 
beliebi^rer Folge nach einander hin und setzt zwischen aie das 
Multipf icationszeichen ( • ), (das liegende Kreuz X ist wenig ge- 
bräuciilioh, weil es leicht mit dem Additionszeichen -f-» <^'^l^^r 
dem Buchstaben X verwechselt werden kann). Soll z. B. 8 mit 5 
multipiicirt werden, so schreibt man 8 5, oder 5 8, lies: 8 mal 5, 
oder 5 mal 8. Soll 4 mit 5, das daraus entstehende Product wieder 
mit 3» das dann entstehende Product wieder mit 2 multipiicirt werden, 
irclefees also 120 geben wüide» sa deutet man ^es so an: 4 5-3- 2, 
•dir 5*8-3-4, oder a-S>4-5 &a Es ist nämlidi (gleichgültig, m 
vekober Ordnung man die Faetoren mit einander multipiicirt. (^313.) 

Um anzudeuten» dass eine Grösse durch eine andere dividirt 
werden soU, zieht man unter den Dividendus einen Strich und setzt 
darunter den Divisor, z. B. f, lies: 8 dividirt durch 2. Zuweilen, 
aber gewöhnlich nur bei Brüchen, wird die Division auch durch 
das Kolon (:) angedeutet, welches man vor den hinter dem Di- 
yideodufl stehendea Divisor setzt, z. B. 8 :2, lies 8 dividirt durch 2. 

16. 

Ein ans mehreren durch -|- und — mit einander verbundenen 
Theilen gebildeter Grössenausdruck heisst im Allgemeinen ein« 
vieltheilige Grösse, die man, so lange ihre Theilc niciit in Eins 
zusammengerechnet sind, zuweilen nach der Anzahl der Theile zu 
benennen pfle^, wobei man Multiplications- und Di vbions- Ausdrücke 
nur für emz&e Theile anrieht. Bo waren z; E. 

4-8; ^ .i.^ 0^ 

64 

74-2; "5 — 2'8; zweitheilige Grössen. 

— eise dreilheilige Grone. 
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Um anzudeuten, dass zwei GrÖ8Ben- Ausdrücke am Betrage 
völlig gleich sind, setzt man zwischen beide das Gleichheitszeichen 
(■=*) und nennt dann eine solche durch dieses Zeichen angedeutete 
Gleichheit eine Gleichung. Was diesseits des Gleichheitszeichens 
steht, heisst die erste oder linke Seite, was jenseits steht, die zweite 
oder rechte Sehe, und die «n^einea dunsb 4" vnd — ▼erbondenen 
Theile & Glieder der Gleirimng. So ist s. ES. 

8^5—8; 2-8— 6—1 

— =34; -T5-+8— 4-6— 5" : 

6 8 ' 8 



kie Uai^^iofaheit zweier Grössen deutet man durch das Zeichep 

<^ an, welches man so zwischen die beiden ungleichen Grössen 
stellt, das« die Spitze der kleinem Grösse zugewandt ist, z. B. 
9 >- 7 oder 7 •< 9, lies: 9 ist grösser als 7, od^ 7 ist kleiner als 
9; eben sas 8-i^8>8. 

18. 

Grundsatz. Gleiches gleich behandelt, giebt Gleiches. 
Wenn man z. B. auf beiden Seiten einer Gleichung gleiche Grössen 
addirt oder subtrahirt, oder auf beiden Seiten mit einerlei Grösse 
oraltmlidrt oder ^vidirt, so erkiüt man wieder eine richtige 
Glddiung. Es ist 1. B. 2'6«*8H-4, und irenn man anf Mm 
Seiten 5 ad£i^ so ist nothwendig aiioh: 2*6+8*8+4+8* 



19. 



Um anzudeuten, dass eine vieltheilige Grösse mehrmals ge- 
nommen, oder mit einer eintheiligen Grösse multiplicirt werden 
eoU, schliesst man die vieltheilige Grösse in Klammem ein, und 
.«ebit vor oder hinter dieselbe de^ Multiplici^or, mad swir olme 
MnhiplieatiiXiaeiohepf welches doinli die KleOuneni cntbiliiKdk 
wird. Es ist dann dnerlei, ob man die ^eltheilige CriSsse erst in 
eine eintMlige zusammenzieht und' diesen Betrag muldplicirt, oder 
ob man erst jeden Theil derselben multiplicirt und die Prodnete 
addirt. Um die Richtigkeit einzusehen, braucht man sich nur die 
vieltheilige Grösse so oft als Post (unter einander") gesetzt zu den- 
koa» als der davor stehnncte ifactor Einheiten enthut Soll s. S. 
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di« GtSut 34-5 + 1 f ttnfoial 
die« 80 an: 5(3+^ + 1) und es ut dann 

5(3+5 + 1)— 5-8H-5-5+5 1 — 16+25+5—45 

Denn es ist: 

3 + 5 + 1 
)S + 5 + l 
6(3 + 5+l)«=<3 + 5+l 

3 + 5 + 1 
8+5 + 1 



5 (3 + 5 + 1)— • 5-3+5-5+5*l 
5(3 + 5 + 1)— 15+25+5* 



SoH eiile ^eltheilifle Oidste durch om^maAMM £yi&t 
den, so niüss es nach 9 19 dnerlei sein, ob man den Betrag der 

vicltheiligen Grösse eist zusammenrechnet und dann in die Sunune 
dividiit, oder ob man erst in Jeden Theil dividirt und die Quotienten 
a/ddirt Soll a. £. ^on der vieltheiligen Grösse 15+25 + 5 der 5te 

Theil genommen werden, so deutet man dies so an: 

nnd CS ist dann s 

Wenn also mehrere Zahlen dunh eine und dieselbe Zahl ohn« 
Best theiibar and, ao muss es auch die Summe sdn. Es sind 
s. B. die Zahlen 15, 25, 5 duidi 5 ohne Beat theiibar, und nithin 
aoch ihre Summe 45, 

22. . 

Ein ans mehreren Factoren entwickeltes Froduct ist offenbar 
durch jeden seiner Factoren, so wie auch durch Producta aus je 
zwei, je drei derselben ä^., ohne Rest theiibar und der Quotient 
ist dem Producte der übrigen Factoren gleich. Es ist z. E. 
2 3 4- 5=120, und die Zal3 120 ist nicht allein durch 2, 3, 4 
und 5) sondern auch durch 2 3==:6; 2'4a8; 3*5:^15 &o.; 
9-8-4— 24; r4*5— 40 Ac tiieabar. Man hat & Bli 

= 5; . * " * — 2 4=^8 



1.3-4 • * 5-5 



* Der AufÜnger mms sich ganz besonders die §§ 19^ 20^ 22 Vad K 
■artfin, welche für die Po%a woa grostw Wiehtigkait sioMi 
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# " 

Soll man zwei Zahlen, z. B. 18 und 52, nut einfinden muIttpliciFeil 
und das froduct durch eine dritteZahl» s. B. 6, dhrkUfen^ in Zeioheni 

— M> bnaeht man nur, wenn der IMvitor in «nem der Faetoren 

o 

ohne Reet enthalten ist, in den einen Factor zu dividiren und mit 
dem erhaltenen Quotienten den andern Factor xa nnihipliciren. £a 
ist nämlich: ^ 

18*S2 18 
• i . 

Um dieHichtigkeit dieses Rechnungsvortheils einzusehen, denke 
man sich den Multiplicandus 52, achtzehnmal als Post hingesetzt, 
und dann von diesen 18 gleichen Poeten den 6ten TheU genommen^ 
nämlich S Pöste. Bebpiele: 

7 

Um solche oft stattfindende Rechnungevortheile benutzen zu 
können, kommt es sehr zu Statten, wenn man es dner Zahl gleich 
anaeheii kann» dnrch welche andere aie ohne Rest dimlbar iat Man 
me^ aieh datier folgende wenige, leicht an behaltende Kennaeiclwn 

Eine Zahl ist allemal durch 2 theilbar, wenn ihre letzte Ziffer 
ist, wie 10; 24; 210; 506 &c.; durch 2*2 oder 4» wenn ihre 
bieiden letsten Ziffern eadnd, wie 100; 316; 5124; 500 Ao.; durch 
2*2*2 oder 8, wenn ihre drei letzten Ziffern es tindi wie 5832; 
1008; 2160 Ao.; durch 2 2-2 -2 oder 16» wenn Hire Tier letttea 
Ziffeni es sind u. s. £ (§ 314.^ 

Eine Zahl ist durch 5 theilbar, wenn ihre letzte Ziffer es ist, 
wie 10; 65; 75; 310 &c.; durch 5-5 oder 25, wenn die beiden 
letzten; durch 5*5 5 oder 125» wenn die drei letzten Ziffern ea 
eind u. s. f. (§ 314^ 

Eine Zahl ist durch 3 und 9 theilbar, wenn die Summe ihrer 
Ziffern es bt; z. B. 141 ist durch 3 theilbar, weil die Summe der 
"Zifkm 1 + 4 + 1*6 ea ist, eben eo: 99; III; HCl; 6504 <&c; 
die Zahl 5121 itt dureü 9 th^bar, weil die Sonaiie der Ziflfehi 
'5+1+2+1 «2 ea ist, eben ao 09; 7674; 9207; 7992 Aa (§314.) 

. IMe Regeln für die Theilbarkeit durch die ttt»*i^en Zahlen, wie 
'7, 13, 17 Ao. aiad fiel M wekUhifig und uefat pactiaeh bnmMm. 
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Alle Zahlen, welche durch 2 ohne Rest theilbar emd, wie 2, 
4, 184, 100 (&c heissen grade, und die, welche durch 2 dividül^ 
1 zum Best lassen, wie 3« 5, 7, 101 <&c. heissen ungradi^ 

Anmerkmic. Obgleich 0 als SteUzeichen und 1 als Einheit, aus deren 
Wiederholung erst eine Zahl entsteht, keine Zahlen sind, so pflegt man doch 
o^als, der Allgeweisheit wegen, bei4e su den Zahlen m xecmn, «ad «war 9 
ML den gradM ud 1 n den ungradsn. 

.. » 

Eine ZaU» welche durch andere ohne BMt <iidllMr iett ndi 

mithin in Factoren auflösen läset, heisst eine zusammengesetste 
Zahl, und die, durch welche ne theilbar ist, heissen Factoren 
derselben. So ist z. B. 8 eine zusammengesetzte Zahl und 2 und 
4 sind deren Factoren, eben so sind 9, 10, 12, 27 &o. zusanonen* 
gesetzte Zahlen, denn: 9s=3 3; 10=b2 5; t2«3-4«»3-2 2. 

Diejenigen Zalilen aber, welche sich nicht durch andere 
ohne Kest theilen, also auch nicht in Factoren auflösen lassen, 
heissen Primzahlen. Solche sind z. B. 2, 3, 5, 7, U, 13, 17, 
19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 58 — Jede Primzahl, die 
ente (2) ausgenommen, ist also imme^ dne ungrade Zahl; mclift 
aber umgekehrt. 

Die Mathematiker haben mehrere merkwürdige Eigenschaften 
der2ahlcn entdeckt, aber noch keine allgemeine KennSeiebeii der 
Pkioucahlen. ' 

27. . 

Wenn mehrere Zahlen zugleich durch eine andere ohne 
Reet tluttlbar sind, 80 heiaaen ersteie zuaammenge sc täte Zahlen 

£egen einander, und letateie deren gemeinaolvaftUishes 
[aaaa oder gemeinaohaftlicher Factor. So sind z. K 21^ 
28, 14, 7 und eben so 9, 27, 18 zusammengesetzte Zahlen gegen 
einander; erstere haben 7 und letztere 3 und auch 9 als gemän^ 
ichaftlichen Factor. 

Zahlen aber, welche nicht zuizileich durch eine andere, ohne 
Rest tlieilbar sind, heissen Primz ah le^ gegen einander. Solche 
sind z. £. 8, 9, 10 oder 8, 6, 10, 5. 

Um alle, sowohl einfache als zusammengesetzte Fac- 
toven SU finden» dimsh welche eine zusammengesetzte Zahl, z. B. 2 1 0, 
ohuc Beet thdlbar ist, dividire man me erst mth eine Primzahl, den 
.(Quotienten wieder durch eme F^nmaalil und ao Ibrt, bis man auf 
die Einheit kommt, alsdann nnd alle gleich neben dem Striche 
stehende Zahlen die ▼erlangten einfachen Factoren. Multtplicirt man 
diefle sn Je zwei, je dni 4o. mit einaadw (f 9o i^^Mlt man 
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nuck die zusamnicngcsetiten Factoren. Mnn Tniilf1pl?c?rt nimüch rnft 
dem ersten neben dem Striche stehenden einfhclicn Factor nllc 
folgenden, dann mit dem zweiten alle folgenden einfachen und die 
daneben stehenden zusammengesetzten u. 8. w. bis zu Ende. Kommen 
UAter den einfachen Factoren mehrere gleiche vor, so braucht man 
tAiQM letzten gleichen Factor zu multiplictren (No. 2). (S. j 3 icö 



210 



105 



Ko. 2. 



860 

lao 

.90 
45 
15 
6 
i 



1 



2, 

% 4, % 

3, 

3, e, 12, 24, 9, 18, 36, 72, 

5, 10, 20, 40, ib, 30, 60, .120, 45, 90, 180. 

210:=2 i05s2-3*35=2-a*5-7 und die Zah 



210»2*105 
210—2-9-9I 
210— 2-3*5-7 



2, 

3, 6, 
5, 10, 15, 30, 
7p 14, 21, 42, 55, 70, 105. 



Es ist also 210 = 2 105=2-3-35=2-3-5-7 und die Zahl 2 1 0 
ist mithin (§ 22) durch 2, 3, 5, 7, 6, 10, 15, 30, 14, 21 &c. ohne 
^t theilbar. Eben so ist die Zahl 360 1^2*2*2*3*3*5 durch 
J2, 3, 5, 4, 8, 6, 12 &a theilbar. 

r 

• Aufgaben : Welches sind die einfachen und zuBainmcngcsetsten Factoren 
z) Ton ^1^1 b) Ton 1836; e) von 1159. 

Antwort: z) Be ift 4158—9.9.3.2.7.1I lüftlÜB 3, % 7» II, », 27, 6, 
18, 54, 21, 63, 189. 14, 42, 121, 378, 98, 90, SlTT, 22, 60, tU8, 904, 77, 891, 

693, 2079, 154,462, 1386. 

b) Es ist 1836»-2.2. 3.8.3. 17; daher 2, 3, 17; 4, 6, 12, 8^ 18, 96, 97, 

54, 108, 34, 68, 51, 102, 204, 153, 306, 612, 459, 918. 

6) £• ist U55<i-5.3.7.11, dabv 5, ^ 7, 11; 15, 35^ 55, 21, 33, 77 fte. 

IXo ipBiiwIiiiduiMicimi Fzotoren wtimnt Zitlileii, d 0« 96, 
88, findet mzn zehr Iddit, wenn man dizze Zidden nneh f 18 «zt 

in Factoren zerlegt; so ist z. B. 68a«2-217; 88»==2 2 '2 1 1 ; «nd 
die Zahlen 68, 88 sind also durch 2 und 2*2 oder 4, als deren 
gemelnschafUiche Factoren, zu gleicher Zeit theilbar. Will man 
aber von zwei Zahlen nur einen und zwar den grössten gemeinschaft- 
lichen Factor haben, so findet nmn diesen gewöhnlich kürzer auf 
folgende Weise: Man dividire (ohne auf die Quotienten zu achten) 
mit der kleinsten Zahl in die grösfite, mit dem etwa gebliebenen 
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Rest m den vorhergehenden Divisor, mit dem jetzt bleibenden Rest 
in den nächst vorhergehenden Di\i8or u. s. f. mit dem letzten Rest 
in den vorletzten, yr\e No. 1 oder No. 2 es zeigt Diejenige Zahl, 
durch welche die Division zuletzt aufgeht, ist der grösste gemein- 
Rchaftliche Factor der beiden Zahlen. Hiernach findet man, dass 4 
der grösste gemeinschaftliche Factor von 68 und 88 ist, No. 1; 
femer, dass 17 der grösste gemeinschaftliche Factor von 596 und 
306 ist, nach No. 2. (§ 315.) 

(1) ff) 





1 


3 2 


2 




1 


1 


88: 


68: 


20:8: 


4 


595 


306 


289 


68: 


60: 


16:8 




306 


289 


17 



119 
119 



Anfgaben : Welches ui der g^Ssste gememscBaftlidie Factor von 235 und 
564; von 1240 und 372; von 65 und 112. 

Antwort : Für die beiden ersten Zahlen ist es 47, für die beiden folgenden 
124; die beiden Zahlen 65 und 112 haben keinen gemeinschaftlichen Factor und 
sind also Primzahlen gegen einander. 

30, 

Beim Addiren und Subtrahiren der Brüche wird in der Folge 
häufig die Aufgabe vorkommen, die kleinste Zahl zu finden, welche 
durch mehrere gegebene Zahlen ohne Rest theilbar ist Diese Zahl 
findet man folgendermaasfien sehr leicht : erstlich kann man diejenigen 
der gegebenen Zahlen, welche schon in andern enthalten sind, aus- 
lassen; haben alsdann von den übrigen noch zwei oder mehrere 
einen Factor gemeinschafdich, so kann man sie durch diesen ge- 
meinschaftlichen Factor dividiren, und statt dieser Zahlen den gemem- 
Bchaftlichen Factor und die erhaltenen Quotienten setzen. Werden 
dann diese mit einander und mit den etwa noch übrigen Zahlen« 
welche keinen gemeinschaftlichen Factor haben, multiplicirt, so ist 
das Product die kleinstmöglichste Zahl, welche durch alle gegebene 
ohne Rest theilbar ist Sucht man z. £. eine Zahl, welche durch 
2, 5, 4, 18, 6, 9, 10, 24, 35, 21 theilbar ist, so würde nach § 22 
das Product aus diesen Zahlen die verlangte Eigenschaft haben ; 
um aber die kleinstmöglichste Zahl zu erhalten, kann man offenbar 
die Zahlen 2, 5, 4, 6 und 9, als schon in den übrigen 18, 10, 24, 
85 enthalten, auslassen, denn weil das Product aus den übrigen 
. Zahlen 18, 10, 24, 35, 21 durch 18»2 9, durch 10-a2 o; durch 
24 »4 -6 de. theilbar ist, so ist es offenbar auch durch die ausge- 
strichenen Zahlen 2, 5, 4, 6 &c. theilbar. Von den übrig geblie- 
benen Zahlen bei (a) haben 18 und 24 den Factor 6 gemeinschafU 
lieh; dividirt man durch diesen herausgesetzten Factor, so erhält 
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Difln die Reihe Zahlen bei b, wo wieder die Zahl 3, als in 21 

enthalten, wegprelassen wird; ausserdem haben 10 und 35 noch den 
Factor 5 gemeinschaftlich; diesen ebenfalls herau8<]^esetzt, kommt 
die Zahlenreihe bei c, wo nuin wieder 2 als in 4, und 7 als in 21 
enthalten, auslässt. Die übrigen, 4, 21, welche Primzahlen gegen 
einander sind, so wie die herausgesetzten gemeinschaftlichen Fjic- 
toren, 6, 5, muss man nun mit einander multipliciren. Dass durch 
dieses Verfahren das gefundene Product 6 '5 • 4 • 2 1 «= 2520 nothwendig 
die Factorcn 6-3; 3 3; 2 5; 5*7 behalten, folglich auch durch 
18, 9, 10, 35 &c, theilbar sein muss, ist leicht einzusehen (§ 22). 
Es ist mithin: 6*5-4 21 2520, als die gesuchte kleinste, durch 2, 
5, A, 18 . . . tbeilbare ZahL 

2, », 4, 18, B, g, 10, 24, 85, 21 
18, 10, 2 4, 35, 21 (a) 
6) 3, 10, 4, 85, 21 (b) 
5) g, 4, 7, 21 (c) 
6-5-4-21=2520 

Ebenso findet man 5040, als die kleinste, durch 6, 9» 5^ 7^ 
^1, 56, 8, 12, 10, 16 theilbare ZahL 

I 

(No. 2.) B, 9, g, 7, 21, 56, 8, 12, 10, 16 

9, 21, 56, 12, 10, 16 
8) 8, 7, 56, 4, 10, 16 
8) 3, 7, 10, a 

8 8-3-7-10«»5040 

Aufgaben: Welches sind die kleinsten, doreh 2, 11, 9, 21, 8, 18, 7, 2}( 
doreh 2, 3, 4, 6; durch 5, 12, 20, 15: durch 124, 100 tbeilbare Zahlen? 

Antwort: 5M4; 12; 60} 3100. 
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Viertes Buch. 

Von den gewöhnlichen ßrttchen. 
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Uai .nini. 4» CMum mmt' Sache «ne bestimmte Vocilelluiig z% 

erhalten, mufls diese Gritee mii einec gl<iiflhmag!^j wdohe aU 

Einheit dient, verglichen und ausgemessen werden (Vorbegr. I). 
Nun kann ea sich aber häufig treffen, daas die Einheit in der au8-> 
zumessenden Grösse nicht genaue Male enthalten ist, oder dass, 
nachdem sie einigemal darin abgesetzt worden, noch ein Stück zu 
messen übrig bleibt, welches kleiner ist, als die Einheit. In diesem 
Fall bleibt £um If ein anderes Mittel, als das übrig gebliebene Stück 
Mit <ipier andern und «w» kleinem Bmbeit anuwwnoiien. Dieae 
iweito ISnheit wM man aber nicht willkiirliofa annehmen» aondem 

^emfochem Vorstellung wegen, von der avaCera ableiten. Hat 
nlLmBch eine deutliche Vorstellung von der Grösse der zuerst 
angelegten Einheit, so hat man zugleich auch eine deutliche Vör^ 
Stellung von einem jeden bestimmten Theil derselben. Lä^^st sich 
nun irgend ein bestimmter Theil der Einheit iz. B. der 3te, 8te, 
lOOste &c.) angeben, welcher genaue Male in dem überschüssigen 
Theil der auszumessenden Grösse enthalten ist, so kann man diesen 
als die zweite Einheit nehmen. Weiss man dann, wie oft die 
grossere Einheit in der Grosse^ und 4>en so, wie oft die kleinere 
iänhdt in dem üharaohfissigen Thejl enthalten ist, so geben dBe 
VorsteUun^n dieser beiden Terschiedenen Eblieiten mid der 
darans gebildeten ZMm mit dxntikke Yontdla^g von der »firag- 
Uehen Grösse^ 

Von den beiden verschiedenen Einheiten kann man die erste 
schicklicherweise die ganzeEinheit und die andere, als ein von 
dieser ganzen Einheit abgebrochener Theil, die Bruch-Einheit, 
und sonach die aus der ersten Einheit gebildete Zahl die ganze 
Zahl, und die aus der Bruch -Einheit gebildete Zahl die Bruch- 
Zahl oder Bruch, und beiderlei Zahlen zusammen eine gemischte 
Zahl nennen. (Bin Bruch ist also in so fem eine ffanse Zahl» 
als er» wie dieee, eine beatinmite Menge Ton Einn^ten enthSk» 
denn nnr anf die Einheit heneht noh das Wort Bmoh») 

Um doMt verschiedenen Zahlen kurz und dentBeh mit Ziffern 
bezeichnen zu können, hat man Folgendes fest^esetit: Die ganze 
Einheit nnd die ganxe Zahl wird wie gewohnhoh beaeiohnet » die 
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Bruch - Emheit aber dadurch, dass man unter das Zeichen itir die 
ganze Einheit einen wagerechten Strich zieht (^), und unter 
diesen Strich diejenige Zahl setzt, welche angiebt, der wievielste 
Theil der grossem Einheit zur Bruch -Emheit genommen ist, der 
Bruch selbst dadurch, dass man die Zahl, welche die Wiederholung 
der Bruch- Einheit angiebt oder zählt, über den Strich, statt des 
Einheitszeichens, setzt. Wäre z. E. der 8te Theil eines Fusses in 
einer damit ausgemessenen Länge 5 mal enthalten, so würde { Fuss 
die Bruch -Einheit und ^ Fuss die Bruchzahl darstellen. 

Die Zahl, welche über dem Striche steht und die Anzahl der 
Bruch-Einheiten angiebt zählt t, heisst der Zähler, die unter dem 
Striche stehende Zahl, welcher man beim Aussprechen die Endung 
tel anhängt, heisst der Nenner des Bruchs. jBeide Benennungen 
siud nicht unpassend. So ist z. E. im Bruche ^ (lies: füiilachtel) 
5 der Zähler, 8 der Nenner und ^ die Einheit; in ist die 
Einheit, 34 der Nenner und 15 der Zähler. 

Eine gemischte Zahl wird dargestellt, indem man die Bruchzahl 
anmittelbar neben die ganze setzt, z. B. 7^ (lies: sieben fünlachtel) 
d. h. 7 ganze Einheiten und 5 mal den Sten Theil der gauzen Einheit 

33. 

Die Bezeichnung eines Bruchs (welche ursprünglich anders war) 
stimmt mit der Andeutung einer Division überein. Auch kann man 
immer eine angedeutete Division als einen Bruch und umgekehrt 
einen Bruch als eine angedeutete Division betrachten. Es ist z. B. 
gleichgültig, ob man sagt; 4 heisse so viel, als: dreimal den 
vierten Theil von einem Pfunde oder einmal den vierten Theil 
von drei Pfund. Dies wird deutlicher, wenn man die benannte 
Einheit, 1 Pfund, in kleinere auflöst; so ist z. B. 1 551*= 32 Loth, 
mithin 3 Ä* = 3-32 Loth = 96 Loth. Ob man nun den 4ten Theil 
von 32 Loth 3mal, oder den 4ten Theil von 96 Loth Imal nimmt, 

das ist gleichgültig, 3 — 24. (§ 23.) Ebenso ist es einerlei, 

ob man sagt, 5 heisse: 8 dividirt durch 4, oder acht Viertel &c.; 
denn jeder Bruch, dessen Zähler und Nenner gleich sind, wie 
}> h h ^8t offenbar der Einheit gleich und d&her sind 

auch 8 Viertel so viel als 2mal d. L zwei Ganze. 

34. 

Man kann daher auch jede ganze Zahl in Bnichsform mit be- 
liebigem Nenner darstellen, wenn man die ganze Zahl erst mit dem 
Nenner multiplicirt und dem Producte den Nenner wieder unter- 
schreibt Soll z. E. die Zahl 7 als Bruch mit dem Nenner 4 oder 

5 dargestellt werden, so ist 7«^=«|; 7«-^-«=^ &0. Ebenao 
kann man jede gemischte Zahl als eine einzige Bruchzahl darstellen, 
wenn man die ganze Zahl mit dem Nenner uea angehängten Bruchs 
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Tt)t1ff!f)nolrt, «Dim JPMhiet« den ZMm fMs^ an^dtf Summe den 
l^cnner wieder vnteMsbveibt Dies nennt m«ot diie genueebte Znb^ 

einrichten. So irt b. B. 7|— V; H — VV^^-f» 
tOOH"".'fi' Uebrigens werden alle BrQehe, deren Zahler 
^■osser ist, als der Nenner, wie V»'f ^9 u nachte, und die,' 
eren Zähler kleiner ut, ali der Nenner, wie l, 1 de.« iichlj^ 
Hk)he flenaiinL f' ^ '^ .»wm! 

' IXe raie; wo vun bei der Anemeeiiing md Vergleichung der 
Gttoen inf Brüdie kommt, sind folgende 
* t) wenn die auszumeesende Grösse eine stetige (oontinuirliche) 
iit, und die Einheit nicht genan darin passt Da dieser Fall, aber 

alle Augenblicke vorkommt, so ist schon im VorauB dafür ^^esorgt, 
dass die meisten Einheiten, welche im gewöhnlichen Leben gebraucht 
werden, in die erforderlichen Unterahtheilunoren r^etheilt sind. So 
hat man z. E. von der Gewichts-Einheit, Pfund genannt, auch 
zugleich den 2ten, 4ten, 8ten, 16ten, 32sten Theil &c.; von der 
Lan^n- Einheit Fuss, den lOten, I2ten Theil &c; von derEiiv- 
bdt Elle, dea 2ten, 4teny 8ten Theil Einige ^eser kleineren 
Bmeb-Biniieiteii haben bc»ondetfe Namen erhalten. So heiast s. B. 
3i*g it, d. L der 328te Theil von einem Pfunde, Loth. Der 12te 
j?heil von einem FuBse» Duodectmalzoll ; der 1 Ote Theil» Decimal- 
zoll ; der 308te Tlieil von einem preuss. Thaler, Silbergroschen &c 
Andere ebenfalls vorhandene Emheiten, wie ^ 9i\ { V, | Ä*; |, 
4>i EUe; J, ^Th»ler&c. haben keinen besondern Nnmen. Umgekehrt 
können die kleineren Einheiten, ohne ihre besondere Namen nÖthig 
zu haben, wieder als Bruchtheile einer f^rüHgeren Elnlieit dargestellt 
werden, wenn man nur weiss, wie viel kleinere Einheiten auf die 
gröaeere gehen. So kann man z. B. statt t Loth^oheh A 
«ohreibon, atatt 2 Loth, A 1 5«^/:«^«^.ftc.* 



. o Die cimidifiinliclien Namen der klefnereif Bruefa-Einheiten «Ind vSIng 
nuiftt^ Sowohl dem In - als Auflftuder er»ch^ycren sie uniiöthigenreise die 

Sprache und den Verkehr. Denn weil sich die Namen der kleineren Einheiten 
nicht aus dem der nÖMem ableiten lassen, so kann man. aus dem Naincu nicht 
iiannl die 8aeh% riA weniger die GröMB emühen. Aunerdem wiid' min be- 
merken, dasB in den Unterabtheilungen ursprünglich gar kein ordcnf lichcsSystem, 
■ondem die roheste Willkür herrscht, welches zu langweiligen Rechnungen, 
Tielea Maass- und Gewichts- Tabellen Anlass gicbt. Der gemeine Mann kann 
■idi kaaa die yersehiedenen Einheiten eines einzigen Orts gehörig merken. Dir 
Name einer Einheit hätte auch für alle daraus gebildeten kleinem und grössern, 
mit Uinzufügung der Divisions- und Multiplicatioos-Zahl vollkommeu geuügt, 
«nd der Wunsch, irgend ein einfaches für alle, nicht wie Tage, Monate. Jahre, 
jroQ der Natur bestimmten, sondern für willkürliche Einheiten gleiches S^^steoit 
am liebsten das Decimalsystem eingeführt zusehen, wird von dem Ternünftigero 
Th^ der bürgerlichen Gesellschaft so lange geäussert werden, bis er eifiiUt 
Welche Einfikchheit im Dedmabysteml Weu» der finHUQie was «in ntee ist, 
so kennt er auch sogleich euiea deoim&te centimAtre, niBSmk^ deeamMre^ 
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2) Bei der Vero^leichuncr, Auemessunjy und Theiluti^ der un- 
stetigen Grossen durch Division kommt niim ebenfalls auf Brüche 
Da man bei der Division allemal untersucht, wie oft der Divisor 
im Dividendue enthalten ist, so kann oder rauss man den Divisor 
immer als eine aus mehreren gleichen Tlicilen zusammenjrcsetzte 
Einheit betrachten, und dann folgende drei Fülle unterscheiden: 
erstens, fragt man: wie viel mal eine Grösse grosser ist, al« eine 
andere gleichartige, so ist der Quotient ailcuial eine unbenannte 
Zahl, der bloss von dem Verhältniss der beiden verglichenen Grössen, 
nicht aber von deren wirklichen Grosse oder Benennung abhängt 
Fragt man z. E. : wie viel mal ist 20 grösser, als 4, 20 i^. grösser, 
als 4.^., 80 /< grösser, als 16 ^ &c.y so ist die Antwort bei allen: 
5mal. Ist der Divisor nicht genaue Male im Dividendus enthalten, 
so muss man den Rest des Dividendus mit uutergelegtenj Divisor 
den ganzen Einheiten des Quotienten als Bruch anhängen; fragt 
man z. B.: wie viel mal ist 23 grösser, als 4, so ist die Antwort: 
der Maassstab 4 ist im Dividendus 5 ganze Mal, und in dem lieste 
3 ist der 4te Theil des Maassstabes (l) noch 3mal enthalten, 
nämlich V=^i*» i»i^Jiiii ist 23 grade 5^ mal grösser, als 4; ebenso 
ist }^ = 3^^j; fragt man: wie oft ist 8 in 3 enthalten, so ist die 
Antwort: ^Imal &c.; zweitens, wenn man niedere Einheiten auf 
höhere reducirt, alsdann wird der Einheit des unbenannten Quotienten 
die Benennung derjenigen höhem Einheit beio^elegt, welche dem 
Divisor gleich gilt. Fragt man z. ß.: wie viel Pfund sind 9ü Loth, 

80 ist, weil gT^^==3, 96 Loth = 3 -ft; ebenso findet man 99 Loth = 

Syij 9t &c.; drittens, wenn von einer Grösse ein bestimmter Theil 
gesucht wird, in welchem Fall also der Quotient mit dem Dividendus 
gleichartig ist. So ist z. B. der 4te Theil von 23 5^ h'; niiinlich 
5 ganze Flünd und von den übrig bleibenden 3 "h' noch deu 4ten 
Theil (§ 33). Ebenso ist ^.= h-^J^. &c. 

Wer nun das Bisherige gut verstanden hat, und sich noch die 
folgenden fünf Sätze recht klar macht, der wird auch mit ge- 
brochenen Zahlen eben so leicht, als mit ganzen Zahlen rechnen. 

36. 

Wenn man den Zähler eines Bruchs mit einer Zahl 
mnltiplicirt oder dividirt, so wird der Bruch so viel 
mal grösser oder kleiner, als der Multiplicator oder 
Divisor die Einheit enthält. 

Multiplicirt man z. B. den Zähler des Bruchs -f^ mit 3, so 
erhält man den Bruch ersterer enthält die Einheit -jr^ 6 mal, 
letzterer aber dieselbe Einheit 18mal, und dass nun 18 Einheiten 
Smal so viel ist, als 6 Einheiten derselben Art, ist zu begreil'en. 
Dividirt man den Zähler des Bruohs ^ durch 3, so wird er ^ und 
dieser Bruch ist offenbar nur der 3te Theil des vorhergehenden. 
Ebenso ist -J^» 6mal so gross, als imd ^ der Ste Theil von &a 
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V ' Wenn man aber den Nemur eines Bruchs mit ein»« 
Ziübl ni«ltipUctrt odei dividirl» so wird der Bmeli, grade- 
naiffekejirt» to viel nal kleiner oder grösser» ale det 
MttUiplieaior oder Divisor die Einheit enthält * , 

Dieser umgekehrte Satz des voriiergehendsiif den Anfänger 
aber niofat so leicht zu begrreifen pflegen« wird asgiBblicklich kuHr» 
wenn man sich die Bruch -Einheit nur als eine wirkliche Sache, 
etwa als eine Län^e denkt. Multiplicirt man z. E. den Nenner des 
Bruchs ^\ Fuss mit 4, so erhält man -^^ Fuss ; denkt man sich nun 
die Länge des Fupses einmal in 16 und einmal in 64 gleiche Theile 
(mithin jeden der 1 6 gleiche Theile nochmals in vier gleiche Theile) 
getheilt, so ist der 16te Theil des Fusses, oder die Bruch-Einheit 
^ Fuf«, offenbar imü so gross, aU der 64s(e TheU^^Anr als d^ 
Bwheit ^ Fussy und foldSch ist aueh die aas Jetskerer viermal 
kleineren E^inbck (^) gebildete Zahl viermal kleiner, als das 
' /Zahl -ffi denn yom awei gleich hohen Zahlen ist die eine imvicr 
ao viel mal grösser oder kleiner, als ihre Einheit grösser oder 
kleiner ist. Man denke sich z. B. die Einheiten 1 Sgr., 2 Sgr., 
3 Sgr., so ist doch eine beliebige Anzahl l- Sgr. -Stücke nur halb 
so gross, als eine gleiche Menge 2-Sgr.-Stücke, und nur ein Drittel 
so gross, als eine gleiche Menge Sgr.- Stücke. 
, . . Dividirt man den Neuner dies Bruclis durch 4, so kommt | 
ond dieser B^mok | ist viennal grösser» als ^f, weil die Einheit l 
fiennal grösser ist^ als Ebenso ist } sweimal grösser, als 
A ab« nur halb so gross» als ) 4». 

Der "Werth ^ines Bruchs bleibt also völlig unge^ 
ändert, wenn man Zähler und Nenner angleioh mit 
einerlei Zahl multiplicirt oder dividirt. 

Multiplicirt man z. E. Zähler und Nenner des Bruchs J mit 3, 
so erhält er die Form: 4?» die Einheit ^ ist hier 3mal kleiner, als 
daAr sind aber auch 3mal so viel Einheiten genommen, mithin 
ist f *"4f ; dividirt man SKIhler und Kenner des Brochs f durch t, 
m ewt« die Fans }, hier ist die Einheit ^dwunalgrSsier, als 
^ dafür sind aber auch 3mal weniger Einheiten genommen, fol^Üi^ 
ist auch Maa kann also einen Bruch, ohne seinf» 

Whfth an iodeni» unter imaählig venohiedeneo Fennea dantell«!. 

, ' 39. 

Jeden Bruch drückt man gewöhnlich gern durch die möglichst 
Umnsten Zahlen aus, indem man Zähler und Nenner entweder auf 
einmal durch ihr grösstes gerneinRchaftliches Mnnss (§ 29), oder 
wiederholt durch solche Zahlen dividirt, durch welche sie theilbar 
sind, bis Zähler und Neuner Primzahlen gegen eiu^mder werden. 
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W^hes man einen Bruch abkürzen nennt. Der.Bfiwh|4 whülti 
wi« (i) oder (2) abgekürzt, die einiacherc Jb orm f; 
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U) M=f (i) tJ=H-.*i=f 

Aufgaben: Wie stehen folgende Brüche abgekürzt: i'f^ 

^i^f. iVi^ ^> tm> il> t> iHk, iU H. f- 

Antwort: 4, i, M> jlfr» ^ i«t> t> i> 4li> 41» 

Soll umtrekehrt ein Bnich, ohne Verändernng Bernes Werthes, 
auf einen neuen Nenner gehnicht werden, der ein genaues Vielf jvche 
des alten ist, so braucht man offenbar nur den alten Zähler eben 
80 viel mal grosser zu nehmen, als der neue Nenner grösser ist 
(§ 38). Man dividire nämlich mit dem alten jMenper in den vorge- 
mriebeiMa menm Nenner and mnltiplicire mit dem Quotienten den 
alten Zahler, ao ist das Prodnet der neue ZShkr« Soll cB. der 
Brach I auf den neuen Nenner 45 gebracht werden» so ist 
Ebenso ist } anf den Nenner 13 gebraelit-«A ^ 

Aufgaben: Folgende Brüche aaf die angedeutete Form su bringen: 

Antwort: Ee i»ti Hit; Ä-=if ; S*i 

41. 

Um mehrere Brüche von verschiedenen Nennern der Growe 
nach mit einander vergleiclien zu können, müssen sie erst alle ixui 
einerlei Bruch - Einheit oder Nenner gebracht werden- Diese Auf- 
gabe ist nicht schwer, indem man nach § 30 leicht eine solche 
Zahl finden kann, in welcher alle Nenner ohne Rest enthalten sind. 
Sollen z. B. die Brüche }, ^, l, alle auf emerlei Nenner 
gebnAsht irerdeo, so- findet man (§ 30) 72 als die kleinste, durch 
3, 4, 6, 9, IS, 8 theüban 2ahl, mltUn IcSnnen (§40) alle BrMie 
anf diesen nenen Uwwet 72 gebraolil weodeiw Es ist n&nlich: 

l-H; l-H; l-iU ti-Hi 4-«- 

42. 

Addition. Man kann unmittelbar nur solche Zahlen addiren, 
welche aus gleich grossen Einheiten «:^ebildet sind. Haben also die 
zu addirenden Bruchzahlen nicht einerlei Nenner, eo müssen sie erst 
auf einerlei Nenner gebracht oder glciclmiunig gemacht werden. 
Alsdann addireman nur ihre Zähler und bezeichne die Grösse der Ein- 
heit in dfior Sumaie dnreh . dieUinleESchrift des allgemeinen Nenners. 
Sind fle ini soh ie / jahlfti. zu afidireut so i^ife die- ganzen und 
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die Bruchzahlen, jede besonders. So ist z, B. iV"4~W 
♦+ rV + T^T = I f hV- Ebenso 3^4-2^ «= b-^y. Sind viele Brüche 
zu addiren, so kann man sie, der Bequemlichkeit wegen, erst unter 
einander ordnen« wie bei (l). Gewöhnlich verfährt num weniger 
muAtändlieh, wie bei (2). 



1080-«2 3-4-5-9 



(0_ 

i 
i 

63 -H 60 4-77 



720' 

810 

900 

945 
560 
480 
504 
50 
140 



» 4'B a g*t7 16'108 i4 

4 ) 2-5 9 

8.4-2-5*9— 1080 



7 12 



Der allgemeine Nenner bei (1) ist 1080 (§ 30). Der erste Bruch l auf 
diesen Nenner gebracht ist=»f7fjftv; ebenso ist i—iVjftt ^^^i dividirt näm- 
lich mit jedem alten Nenner in den allgemeinen Nenner 1080, und moltiplicirt 
mit dem Quotienten die alten Zähler, so erhält man die aebenEtehenden neuen 
Zähler. Die Quotienten erhält man oftmals leichter, wenn man dieFactoren des 
ailgimeinen Nenners beibehält; so sieht mau z. B. gleich, du« 15 in 1080» 

32iiMaoiitbalteaiat, weil »H*— 

Kopfrechnen, welches man mehr üben sollte, kommt bei der Brachrecknang 
ungemein zu Statten SobereehnetmauaE leicht im Kopfe, dass -f-^»»,— «^'^-»1 ,^ 
iat, iudem man Zähler und Nenner des ersten Bruchs (In Gedanken) mit Ö rnulU« 

Slicut» wodurch die Brüche gleichuaaiig werden. Ebenso daaa ,,4> » ■ ■ ^j . ^ i^^y in» 
emnen dea2äUilerdet ersten Bruch« mit 4, des andern mitSmiutiplieut; ramerz 

f + = i (mit 4 und 7 mnltipUcirt) ; ^ + ' V?— ? i Vi ; V— H 

(äU »Oller der beiden enian firildbe ni^ 4 end 2 anl^^ 

4+f+i+l'ff-2H-li-»tt 
dU diei «ntea nnd iwci lelilaB Brtkl»e bcmdin addiil). 



▲niigaben. Addire: 



1! 

8] 
4 
5 

6 

T 



Ii + i -i- i + tV 4- a -i-iJ + i -h 

Vo + t + T00 +T0V6 +TOO+-i« 



Aatwort: lUi. findet 3HI> 28)}, 7, Mt> l^V 
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48. 

SuhtrcusHon. Hier dasselbe wie bei der Addidon. Sina 
nämlich die Brüche nicht gleichnamig, so müssen sie erst gleich- 
namig gemacht werden. Alsdann braucht man nur den Zähler des 
£NEibtrahfiiidiif ms SSÜikr det Mmmanhw sn loblnüuren» und dflm 
RmI ^mt fMnoHwohnftItrfwB Nenner «nftenofdupeibcn. So kt s. Qi 

Iii iS& BumA von eincif jMnsin SSiU' sä iidbtiiiiirany lo ntnii 
vn ent eine BSnheit vom l&niendiu iiehmmi, md dioM in einen 
Bmch von demselben Nenner, weieben derSabtnübendba^ eaflSM. 
So iei 1. &: 

Sind gemischte Zahlen von einander zu subtrahiren, so mache 
man die Brüche erst gleichnamig und subtrahire die Brüche und 
die Ganzen, jede besonders. Ist der Bruch im Subtrahend ^össer, 
als der im Minuend, so muss man eine ganze Einheit des Mmuends 
~ — ^^""'^ iten mifldsen, s. B.t 



Es ist nämlich, im letztern Beispiel, -f-^ji} und 14«iBl3}4^, 
folglich 14}»i3|^. Statt aber die beiden Zähler 24 und 16 erat 
zu addiren und yon ihrer Sunmie (40) den Zähler 21 zu subtra- 
Uien» ist es dUbar bequemer» ihn von 34 m •nbtseluren und 
den Best sa 16 sn addixen» 

Aufgaben: J; f ; |— f; f— i;3— J; SA— 2^; 22f— 4fa 

i-l; 4^-2^ 

^^^i^^^i i» ib 2i, 2i, 17ii, 1^ ^i^^.iH 

44 

MvJjtijplUeaiion. Die leicht wo. behaltende und leioht nuszufOh« 
mde Regel fttr die Multiplieation zwder Brüche heisst : m ul t ip 1 i« 
oire Zähler mit Zähler und Nenner mit Nenner. Diese 
gleich näher zu erläuternde Regel begreift alle Fälle. Ist nämlich 
einer der Factoren eine ^anze Zahl, so kann man darunter 1 als 
Nenner gesetzt denken; ist einer der beiden Factoren oder auch 
beide gemischte Zahlen, so kann man sie erst einrichten^ c B. 
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Erläuterung. Die Multiplication verlangt eine Grösse (den 
Multiplicandus) so oft zu nehmen, als eine andere Grosse (der 
MnkipKciitoi) die ESnhdt enlfattt Ist mm z, B. { der Midtiplioiiftor> 
und i dar Multiplicandos, so' enthält der Miütipßcator, nioht die 
ganze Einheit, sondern nur den 5ten Theil denelben keinmal, 
mithin muss auch nicht die ganze Gideee sondern nur der 5te 
Theil derselben einmal genommen werden. Nach $ 87 erhalt m^n, 
aber den 5ten Theil von wenn man den Nenner 9 fünfmal grösser 
macht; daher i i = -^' Anfänger pflegen immer mit Befremden 
zu äussern, dass dieser Fall, 4mal J==-j^, zur Multiplication ge- 
rechnet wird, da doch die Grösse } nicht vervielfacht, sondern, 

E umgekehrt, dividirt ist. Diese scheinbare Verwechselung der 
fle (Multiplication mit Division) wird aber gleich beriolitigt 
lle oohwierigkttt fällt we^ wenn man nur bcSeokt, dw xp$^, 
Ton einer Grone sowohl ein Brnchf achea als Viel fach eif. nehmen 
kann» dass die Bedensarten: den 5ten TheSl von einer Grösse nehmen* 
oder die Grösse -^mal nehmen (mit multipliciren) einerlei sagen^ 
und dass man eben deshalb den Begriff der Muldplication nicht in 
dem § 9 angegebenen engen Sinn, sondern in dem angedeuteten 
weitem Sinn nehmen muss, nämlich, multipliciren heisst: 
eine Grösse so oft nehmen, als eine andere die Einheit 
enthält. Diesem allgemeinernBegriffe der Multiplication zufolge muss 
also auch den Kunstwörtern: Multiplicandus, Multiplicator, 
Prodnoty grössere Bedeutung beigele^ werden, und z* £. das 
Wort Prodnet sowohl das YielfM&e emer Grosse als daa Bnush- 
fiiche (Thttle) derselben bedeuten. Multiplicandus heisst hiemaeh 
jede Grösse, wenn sie entweder selbst oder auch nur ein Theil von 
Ihr vervielfältigt werden soll; Multiplicator diejenige, welche m- 
giebt, wie oft der ganze Multiplicandus oder ein Theil von ihm 

riommen werden soll. Aus dieser Erklärung folgt mit Hülfe der 
37 und 36 sogleich die oben aufgestellte Multiplicationsregel. 
Ist z. B. 1^ der Multiplicator und J der Multiplicandus, so ent- 
hält der Multiplicator den 5ten Theil der Einheit 4mal, mithin 
muss auch der 5te Theil (ein Fünftel) vom Multiplicandus 4ma] 
genommen werden. Der 5te Theil von % ist (nach § 37)=,^. 
Iluiuttt man diesen Theil 4mal (indem man nach § 30 den'2»hler 7 
mit 4 multiplidrt), so exhSlt man ||» daher l'}7=^ili P}^ 
gäbe, eine Grösse ^mal nehmen^ enthält alw> dne Division und 
Multiplication sugleioh. 

45. 

Sind mehrere Brüche mit einander zu multipliciren, so muss 
man alle Zähler und eben so alle Nenner mit einander multipliciren. 
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Soll z. B. f mit 4» daraufl entstehende Product mit -J-, das dami 
iBtitolMQd« Fmiofit irieder mit i multiplidct wefden» so hU ombs 

t T t f— O.T.S.a^^l^T 

Ist der Multiplfcator ein ächter Bruch, so ist das Product natüi«- 
Ikch immer kleiner, als der Multiplicandus. Sind also alle Factoren 
ächte Brüche, so ist das Product immer kleiner, als jeder einzelne 
Faotor. £a ist z. K f i l— roV und ^^<h tsV<i äo. 

Haben 2QUiler und Nenner der mit dnander n mnkipfi^fenden 
JMdie Factoren gemeuiiBohafUieh, ao kann man diese gegen ein- 
ander aufheben, indem es einerlei ist, ob man dies vor oder naeh 
Yollzogener Multiplication thut ({§ 22, 39). AnfSnger pflegen diesen 
häufig Statt findenden Rechnungsvortheil selten zu benutzen* So iat 
z. B. J«=i (indem man 7 im Nenner des ersten Bruchs gegen 7 
im25ählerde8 zweiten hebt); 4tii==ü; H/i=AJ 6 J-«2-2=4; 
|-25-=3-5«=15; t6-A«=4-=2|. Sollen die Grössen J, ^ 21» 4» 
if 2\ mit einander multiplicirt werden, so hat man; 

A A Ii A ± i_ «J?— u Ii 
a • 4 * 4 * 7 * * * 8 Y — 

lat dar eine Factor eine gemiadite, der andere eine ganze ZaU, 
M iflt eabeqoemer» mit letitenn die Gkmien and Brttche dea erstem 
beaopidero cn mnitiplieireii» und beide Brodnoto m ad^raBi» nnd alae 
im gemiaefato Zalu miM ent einaoriokfeen. Man liat a.*B. 

6-5A^=s=30-i-li"»30f; 1213^=156+ V — ^^H- 

Dieser Reohnmigsvortheil findet auch dann noch Statt, wenn 
der eine Factor eine gemischte Zahl, der andere ein blosser Bruch ist. 

Sind beide Factoren gemischte Zahlen, so könnte man mit den 
Granzen und Brüchen des einen die Ganzen und Brüche des andern 
multipliciren und dann alle vierProducte addiren. Dieses Verfahren 
kann aber nur dann zweckmässig sein, wenn dabei nicht mehr als 
zwei Brüche entstehen, oder wenn die ganzen Zahlen sehr gross 
sind. Im Allgemeinen erhält man aber £s Product leichter, wenn 
■ua beide FMoven erat einrichtet. Man hat s. B. 

aft|* 25 • 124 -f 25 • } 4-1 • 124 

— 3100-1- 18i 4- 103i+i 

— 322 1 4- 14- 4 4-1 — 3222H 

S5f I24f -»^-^«-^dl • 104— S224. 

Zur Multiplication der Brüche gehört auoh die Aufgabe: Brnch- 
theile von einer benannten hohem JEanheit durch niedere auszudi^ückeiii 

3» 
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ladem mftn den Brach mit der Anzahl niedern Einheften, 

welche der höhern glei chgelten, multiplicirt. Da z. R 
32Loth=l Pftind,8oi8t^Pfünd=| 32 Loth=3 8 Loth==24 Loth. 
Eben so iat : | Pfund= ^ 32 =« 1 9 J Loth, oder wenn man | Loth wieder 
in Quentchen auflöst : f Pfd. = 1 9 Lth. | Qtch. ; f 24= 1 8 gGr. 

4^.= |-24=10^ gGr. = 10 gGr. 3| ^; | #*=-| 16 /?= 12 /?. 

Aufgaben: Multiplicirc mitBenutzuDg der Vortheile, welche die gemein- 
schaftlichen Factoren gewähren: f"-^; i'ii i'it ^'il ^'il i'i» 

i ii A H; « tV: A ii H itt; 125 -71; f- ii^i A H; 

H m-, H; i Ji 6; i f f; 2i J-l-2|j 2^■22fy■, 83}-100; 

Antwort. Die Producte sind: -j^, |, 1, -J, |, -J, VV> iV» 
iV» H» 975, 4, 941 J, 1> 4 AV, 533^, 3366^, IfJ, jfir- 

^ 47. 

Division. Bei Brüchen pflegt man die Division gewöhnlich 

durch das Colon (:) anzudeuten, indem man den Divisor immer 

hinter den Dividendus setzt Soll z. B. durch } dividirt werden, 

•o achieibt man statt lieber so: : }• Die Divisioii der Brüohe 

ttsst sich' immer auf eme Mnltq^cation zarQekfObraL Die hSthti 
ein&olie Begd hdsst: Um einen Bruch durch einen andern 
SU dividireu, braucht man nur den Divisor umsnkehren« 

(sMnen Zähler zum Nenner und den Nenner zimi Zähler zu machen) 
und dann mit diesem umgekehrten Divisor den Dividen- 
dus zu multipliciren. Diese gleich näher zu erläuternde Regel 
int ganz allgemein, indem man unter ganze Zahlen 1 als Nenner 
achreibeu und gemischte Zahlen einiiäten kann. £k> ist a. B. 



i 

5 

Erl äut eru ng. 1^ Sind dieBrttohe gleichnamig^- so kommt der 
Kenner offenbar fpar mcht^ in Betracht, und man braucht nur nut 
dem 2«iUiler des Divisors in den ZSfaler des Dividendus au dividiren. 

So ist z. B. ^:i = f:-3; : V=3; ^iJ^^Z; 

: Jy«B &c Denn dass 2 Einheiten in 6 Einheiten derselben Art 
3mal, und umgekehrt, 6 Einheiten in 2 Einheiten derselben Art }mal 
enthalten sind, ist klar. Dasselbe erhält man aber auch nacli der 
gegebenen Regel, indem man mit dem umgekehrten Divisor multi« 
plicirt, nämiidi; 
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2) Sind die Brüche ungleichnamig, so könnte man sie erst 
l^icbnaniij^ machen, indem mm ZSUer und Nenner des Dividendw 
mit dem Nenner des IMioeorsy und ZSUer end Nenner des Diwors 
mit dem Nenner des Dividendns multiplicirt Deutet man dieee voiv 

beratenden Operationen bloss an, s. B. | : ^ ^ brauofat 

man nur, da auf ^ese Weise cUe BrQche immer gleich namig werden» 
und man also den allgemmnen Nenner wieder ausser AoLt lassen 



kann, mit dem neuen Zähler des Divisors (5*2) ia den neue» 
Zähler des Dividendus (4*3) zu dividiren. Bemem man hier dKe 
Stellung der Ziffern, so ergiebt sich hieraus die vorhin ausge» 
sprochene leichter zu behaltende Regel: dass mau den Divisor bkis 
nmsukehr^ braucht Es ist nämlich: 



♦ •i-ri-ri-**-«- 



Eben sa 



Aufgaben. DiridiremitBenutzuogderRecIinaDgsyorthefle: 1^; f : 

i'ii i'ii A-iV; i'ii i'il l-i; l : i; t^r-U 

H'T» ff:17; 3|:7; ll:5j; 13J:J; 15|:9J; i:!;^:*; 

i:8; j\\)LlT^l i'j6i l^-iJjV-i'Ä; i5}jl6J;4:i.Wiegro« 
tat der 8to ThdlTon l Fuss, der HßTXäämikliS^ der 4te Theil Ten &| ü, 
Wis oft ist I il ia 4 tfi, I ^ in 1 4ikt i in 1 Fase snthslteat 

Antwort Die QuoHeatea liod: 1), t|, 1^, ||, 4^, 1, 1, 5, 

A» tM» tm » AI^ ^A ^» MM» 9wäi SmeL 
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Fünftes BuoIl 

Von den Decimalbrilolien. 



4a. 

Vorbegrilf« ttber nfthernngs weite Beehnnngea. Ii' des 
■Miüin nllfliiy wo die Tlieone in Praas tritt, kann imd nniM 

dieselbe von ihrer itren^n Ferdemng an wenig naddaswii» nnd 
ndi mit einer gewiaien Annähenuig begnügen. Dies ist nunentlich 
immer da der Fall, wo die Grossen, aus welöhen andere berechnet 
werden sollen, erst durch die Erfahrung, also vermittelst unserer 
Sinne und einnlicher Werkzeuge bestimmt werden, und wo denk- 
nach die Genauigkeit der Praxis von der Vollkommenheit und 
Beständigkeit der Sinne abhängt. 

Hat man z. £. die Entfernung zweier Oerter, etwa» 2000 Fuss, 
anmittelbar mit eber Kette gemessen, so wird anf moeat eolohen 
LSnge die Cknauigkeit von emem halben 2SoU mehr oder weniger 
iMit veibüigt und nicht verlangt werden kSmieD. Seibat in vielen 
FSllen, wo man durch gewisse künstliche, von Gauss exAmdene 
Beoimniigeii (Wahrscheinlichkeitarechnung)» die Unvollkommenheit 
unserer Sinne und die daraus entsprungenen Fehler entdecken, 
berechnen und unschädlich machen kann, würde die möglichste 
Genauigkeit in den minder wichtigen Fällen nicht der Mühe lohnen. 

In allen den Fällen nun, wo man in der Praxis eine völlige 
Genauigkeit doch nicht erreichen kann, oder nicht erreichen will, 
• wo die Vernachlässigung eines kleinen Bruchs auf ein zu suchendes 
Besultat kdnen na<£theiligen TCinfln«« hat» da lomn man ridi die 
Beohnung mit Brüdieny'diuoh dne gewisse Form, welche man 
dmselben giebt, bedeutend erleichtem, was wir hier erst durch ein 
Ad^tioDS-Beispiel eriftutem wollen. Znvor merke man Folgendes: 
einen Bruch kann man ohne VenHidemiig seines Werths leiofat anf 
jeden beliebigen Nenner bringen, indem man Zähler und 
Nenner des gegebenen Bruchserstmit dem neuen Nen- 
ner multiplicirt, und dann wieder durch den alten Nen- 
ner abkürzt. Soll z. £. { auf den Nenner 12 gebracht werden, 

80 hat man erst 4 ■"■^^""oj» durch 8 wieder abgekürzt = Ist 

aber der alte Nenner in dem Producte aus dem alten Zähler und 
neuen Nenner nicht ohne Rest enthalten, so wird der neue Zähler 
eine gemisohte Zahl Briii^ own a. B. | auf den Nem^r 12» ao 
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ist ~ Brüche, deWh Zähler selbst ein Bruoir 

Ist, wie ^, ^ &c., heissen Bruchs-Brüche. Es ist klar» das« 
ein Brachsbruch desto kleiner ist» je grösser sein Nenner ist; es 

iat Jt'B. i<i ÄciV"' '• ' ' '•'••'^^'^^ 

"Will man «. B, wl8««i,^wie>iel ganze Aol^ der 'fira^^ 

enthält, so hat man ^ = = -|- f -Ji j | . Will man nur die vollen 

Zehntel, Hundertel oder Tausendtel &c haben» welclie ein Broch» 
z. B. 4 enthält, so hat man: • > < 

VW ^ * • * » ^ V ioo/"~tW» Ä"tVfl^^'. 
'HiMsh folgt: dass, wenn man dem ZShler dnee Bfoehs 
fPlA/ Oftsdim anhängt, imd mit dem Nenner ^i?idlft» den etwa 

flilfitehenden Bruch wegwirft, der Quotient dann die Anzahl dar 
vollen Zehntel, Hundertel» Tausendtd ^» weklie der Bmh -MiU 
hält» anffiebt 

Bedeuten nun folgende zu addirende Pöste 

ßnichtheile von einer kleinen Einheit, wie etwa LotE» Zoll, Gr. AcL 
und kpmmt es nicht darauf an» ob man die Summe um met 
sölchen Einheit zu klein oder zu gross findet, so kann man die 
Arbeit bedeutend abkürzen, wenn man den {ill<rcnieinen Nenner (der 
nach § 30 eine sehr grosse Zahl werden würde) ganz willkürlich 
annimmt, wozu eine einfache Rangzahl, wie 10, 100, 1000 &c., 
offenbar am bequemsten ist. Nehmen wir in vorliegender Aufgabe 
IdO ais 'den allgemeinen Nenner, so brauchen wir nur jedem Zähler 
(in Gedanken^ zwei Nullen anzuhängen, und durch die aken Nennet 
zu dividiren, alsdann sind die nebensteh^tiden Quotienten, bei welchen 
Brüche unter |, b:0, und über j-, »1 ^e^etzt worden, die zum 
allgemeinen Nenner gehörigen neuen ZOi&t (welshe sieh leicht im 
Kopfe berechnen lassen); . .v . 
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rechnung auch bd jedenn TMiisr «ine halbe Bruch- 
Einheit (^^.) vemadiiisatgt, so würde der dadurch 
für alle zehn Pöste angewachsene Fehler doch erst 
1 n = ( ,5 ) betragen haben. Da wir aber nur Brüche 
kleiner als , vernachlüssigi^n, und diese Fehler, weil 
sie bald auf die eine, bald auf die andere Seite fallen, 
sich Bum Theil auflicbcu , i>o muss der Fehler an dar 
Summe 4^^ uoch bedeutend kleiner als i sein. 

Hüte aia» aber eCatt 100 ahie giOasere Bangaahl, 
1OOOO0,1UUO«OO &e^iimaUgeiaeinenNeiuier fsaaaiiBiii^ 
wodnieh die Badmung nidit viel lohweEer ward,, ^ 
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te AuM^ CMmt, Xtfd»«^ lUto fte. wira. 

< . .. . . . ! 

48. ■ • • 

Der Umstand, dass man, um gewöhnliche Brüche darzustellen, 
immer zweierlei Zahlen, Zähler und Nenner, schreiben muss, welches 
nicht allein zeitraubend ist, sondern auch (besonders bei Anfertigung 
▼on Tabellen &c.), viel Raum einnimmt, die üebersicht erschwert; 
sowie auch der Ümstand, dass die Bruchrechnung viele vorberei- 
tende Operationen erfordert wie z. B. das Einrichten bei der Mul? 
tq^Mudon ud Dmricniy das Gld<^namigmachen b«i der Addidon 
väaA Srirtuctf cM» haben die Erfindung und den Oebranoh der Deci^ 
malbrilehe veranlafist, wodurch alle jene in grosserer Fiasii mAk 
fiihlbare ünbequemliohkeiten auf einmal ^ehoben> die DavIeUiliig 
und daa Beclmen mit Bifiehen ebemo emfaobf alt mit gmm 
TiMttk Mmaoht wecdan* 

• • . • . 

50. 

Decimalbruch wird nämlich jeder Bruch genannt, dessen 
Nenner eine einfache Rangzahl ist, wie -f^^ iVir» -nr» rÄr» ^ 
Ein solcher Bruch hat nänuich, als eine nothwendige Folge seines 
Nenners und als Grund seiner Benennung die Eigenschaft, dass er 
ikh immer in so viele Brüche zerlegen lässt, als der Nenner Nullen 
liaL und zwar ao» daafl die Einheiten dieser Brfiohe nach dem de- 
kaiuaefaen Gesetze auf einander folgen, nfimlich ^ 
Es ist z. R (wea 875—8004-70 + 3) ^^i/A-h-Mw^H^i 
oder indem man die Nullen am Ende oiur ZioIiBr gegen eben io 
fiaU ihrer Nenner aaastreicht: 

WO, der Gleiehföimigkeit wegeop dieZähter dar fehkadan Zahntal 4fca 
Nnllan aiglhial aind. 



51. 

Ans der gezeigten Zergliederung ist zu ersehen, dass, wenn 
der ZShler eines Decimalbruchs so viele Ziffern hat, als sein Nenner 
Nullen, wie iWir» tWf oder wenn, der Gleichförmigkeit wegen, 
die fehlenden Ziffern im Zähler durch vorgesetzte Nullen ergänzt 
werden, iWAr» nAnnr=" i"oWo &c, alsdann die erste 



im ZiUer die Aiu»hl der 2Sehntel (ote fehlenden Zehntel), 

ikb «weite Ziffbr die Ansahl der Hmidertal enthalt» md ao nadi 
Gaaelse webttR» 
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Diese Bemerkung führt nun sogleich zu dem gebräuchlichen 
Verfahren, die Decimalbrüche weit einfacher ohne ihre Nenner zu 
schreiben. Man schneidet nämlich mittelst eines Decimalzeichens 
(Punct oder Komma) rückwärts vom Zähler des Decimalliruchs so 
viele Ziffern ab, als sein Nenner Nullen hat (indem man die feh- 
lenden Ziffern im Zähler durch vorgesetzte Nullen ergänzt). Links 
vor das Decimalzeichen setze man endlich noch eine Null, oder die 
etwaigen ganzen Einheiten, welche der Decimalbruch enthält oder 
bei sich hat. Alsdann bedeuten die links vor dem Decimalzeichen 
stehenden Ziffern ganze Einheiten; die rechts auf das Decimal- 
zeichen folgenden aber Bruch-Einheiten, und zwar die erste Ziffer 
Zehntel, die zweite Ziffer Hundertel &c. So schreibt man z E.: 

.jiy^« 0,875 (lies: 0 Ganze, 8 Zehntel, 7 Hundertel &c.) 
2,VÄ = 2,875 (2 Ganze, 8 Zehntel &a) 
j-j^^OfOOil (0 Ganze, 0 Zehntel, 0 Hundertel, 4 Tausendtel &0.) 
5TfJTr==M47; VW = 24,805; 3 2^^^^=. 32,05. 

Es ist also leicht, einen Decimalbruch ohne Nenner zu 
schreiben, und umgekehrt, einen ohne Nenner geschriebenen 
Decimalbruch wieder in gewöhnlicher Bruchsform herzustellen, in- 
dem man ihm nur eine einfache Rangzahl mit so vielen Nullen 
unterzuschreiben braucht, als Deciraalstellen auf das Decimalzeichen 
folgen, und dann das Decimalzeichen wieder weglässt, so ist z. B. 

0,875«=Tft^; 0,007 l==^Va==-rüVln7&c. 
Aufgaben. 1 ) Wie schreibt man folgende Decimalbrüche ohne Nenner : -j^, 

Antwort. 0,5; 0,1; 0,13; 0,03; 0,0101; 0,0001; 0,003; 0,75; 0,0376; 
0,02005; 0,501007; 3,2; 728,47; 10,015; 11,01101; 50,013; 70,5. 

2) Wie fchreibt man folgende Decimalbrüche mit untergelegtem Nenner: 
0,54; 0,015; 2,004; 30,07 ; 0,U05; 100,001. 

Antwort. J^ffJ« 2T,ii^, 30^^^— VW» 

52. 

Verwandlung gewöhnlicher Brüche in Decimalbrüche. 

Der Grebrauch der Decimalbrüche findet besonders in der ange- 
wandten Mathematik Statt, und namentlich bei den Rechnungen mit 
Wurzeigrössen und Logarithmen, welche dieselben gar nicht ent- 
behren können, und ihre Einfuhrung eigentlich zuerst veranlasst 
haben. Obgleich nun in der Praxis die Decimalbrüche sich fast 
immer von selbst in gehöriger Form darstellen, so ist es doch auch 
manchmal erforderlich, einen gewöhnlichen ächten Bruch in eineii 
Decimalbruch zu verwandeln und dies geschieht am leichtesten auf 
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folgende Weise : Man setze erst 0 als Ganze und das Decimalzeichen, 
hänge darauf dem Zähler eine Null an und dividire mit dem Nenner, 
so ffiebt der Quotient die Anzahl der vollen Zehntel an, welche 
der Bruch enthält (an dessen Stelle man aber eine Null setzen 
mu6s, wenn der Bruch keine Zehntel enthält), dem Rest hänge man 
wieder eine Null an, und dividire abermals durch den Nenner, so 
erhält man Hundertel, und so falire man fort bis die Division ent- 
weder aufgeht, oder bis man so viele Decinialen bestimmt hat, als 
es die Genauigkeit der llechnung verlangt. Mehr als sieben Deci- 
malstellen sind höchst selten erforderlich. Manchmal genügen schon 
zwei, drei oder tünf. Die letzte Decimale pflegt man um eine Ein- 
heit zu vergrössern, wenn die folgende eine 5 oder darüber ist 
Wollte man von dem Bruche 0,84 G 8 nur die drei ersten Decimal- 
Btellen beibehalten, so würde 0,847 den wahren Werth genauer 
darstellen jüs 0,846, ersterer ist nur um | ^ g q ^ zu gross, letzterer 
aber um | ggop zu klein. Lässt sich der Nenner des in einen De- 
cimalbruch umzuformenden Bruchs in die einfachen Factoren 2 und 

5 auflösen, wie i = ^-Y~i* ^ — *^^*> muss die Division, 
wenn man sie so weit treiben wollte, jedesmal ein Ende nehmen ; 
lässt sich aber der Neimer nicht in die einfachen Factoren 2 und 

5 auflösen, wie ^ =3^; = .^*- &c., so kann die Division auch 
niemals aufgehen (§ 317). Beispiele: 

^3^=0,1875; ^=0,875; ^Vt = 0,0028... 

Man sage nämlich: 16 in 3 giebt 0 Ganze, 16 in 30 giebt 
1 Zehntel und 14 als Rest, 16 in 140 giebt 8 Hundertel &c. 

Der Grund dieses Verfahrens ist leicht einzusehen, denn ob 
man z. B. nach (§ 48) Zähler und Nenner des Bruchs ^\ erst mit 
einer Rangzahl multiplicirt, und dann wieder durch den alten Nenner 
abkürzt und den dadurch entstehenden Bruch nach (§51) ohne 
Nenner schreibt, oder ob man dem Zähler die Nullen nach und 
nach anhängt, das ist einerlei. Man hat z. B. 

.V ,1-," 

, , _sooo^_187^ 

TT ' 18.1000 lOüO "=v,io#, 

Anmerkungen. 1 ) Ist der umzuformende Brach unScht , so muss man 
natürlich erst die Ganzen herausziehen und diese statt der Null vor das Decimal- 
zeichen setzen, z. B. V = 2,625 ; 2^ » 2,75 &c. 

2) Wenn man einen Decimalbruch rechts noch beliebig viele Nullen an- 
hängt, so wird dadurch der Werth desselbeu nicht geändert, indem dies eben 
so gleichgültig ist, als wenn man einer ganzen Zahl noch Nullen vorsetzt So ist 
z. S. 0,54 = 0,541) = 0,5400 &c. Man kann also, wenn es die Gleichförmigkeit 
fordert mehreren Decimalbi-üchen durch angehängte Nullen leicht gleich viele 
Deci malstellen geben, d. h. sie gleichnamig machen. 

3) Wenn beim Umbilden eines gewöhnlichenBruchs in einen Decimalbruch 
die Division kein Ende nimmt, so müssen, wenn die Division weit genug ge> 
trieben wird, noUiwendig einige Decimalstellen immer in derselben Ordnung 
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(periodiscli) wiederkehren. Solche Brüche pflegt man wohl periodische 
I/ecimalbriioh« su aeoaeu und die Wiederholung der Perioden durch Puncte 



Aufleben, Folgende Brüche in Decimalbrüche zu verwandeln, und 
wenn die Division nicht früher aufgeht, bis auf 5 Decimalatellen genau: -A» 

T. *. I. 1. h h iWr. ^-i, ^Vr. i. VA». W. ÄVr. 20i. 304|, 
TÄnr» tAW» ili io» A» T^ot VA* 

Antwort 0,75; 0,36; 0,71429; 0,111...; 0,22...; 0,44...; 0,5; 0,4; 
(LOM^S 0,0101...: 0,02321: 0,125; 12,29236: 6,5102: 0,25929: 20.375: 

58. 

Bei einer ganzen Zahl mit angehängtem Decimalbruch findet 
das Dedmalsvstem überall Btatt, nämlich auch im Uebergange von 
den Bruch -Einheiten zu den ganzen. In der Zahl 

80704^(6808 

selten z. B. 10 Einheiten der zweiten Decimale (6) eine Einheit 
der näobBt vorhergehenden Züfer (5) (iO -|'J„ = ^^a); zehn Einheiten 
der Ziffer 5 eine Einheit der folgenden Ziffer (4) (10-,*b==s1) <fcc. 
Aus dieser Ursache ist nun auch das Rechnen mit jDecimalbrüchen 
ebenso wie mit ganzen Zahlen; nur auf die richtige Stellung des 
Decinuüzeicliens muss man ein wenig AufinerkBamkeit liohten. 

54. 

Addition. Man schreibt die Gröaeen so unter einander, daaf 
die Decimalzeichen und mithin gleichnamige Einheiten über einander 
stehen, Einer unter Einer, Zehntel unter^ehntel <&c., addirt dann 
wie gewöhnlich, indem man für je zehn Einheiten einer Reihe eine 
Einheit auf die nächst höhere überträgt. Sind einige von den 
Grössen gewöhnliche Brüche, so muss man sie erst in Decimal* 
brüohe verwandeln. So findet man z. B. ' 

0,724-0,087 +2,5 4-14,0089 -« 17,8159. 
0,0 5 0 1 2 -f 3 0,07 0 7 . . -h 0,66 . . . -h I -f 2| =« 34,3 7 0 8 27 
10,3 U l M 1 ..•+ 0^03 + 0,003 + 0, l 20,0303^ 

0,05012. 

'0,79«. tO,Of07ftT 
O/M, M66667 

14,0089 4— Vft...« 



17«3159 34^370827 



Digitized by Google 



55. 

StthtractUm, Man schreibt Subtrahendus und Minuendas In 
derselben Ordnung wie bei der Addition unter einander ; ist einer 
von ihnen ein gewöhnlicher Bruch, »o muss man ihn erst zu einem 
Decimalbruch machen, und alsdann wie gewöhnlich subtrahiren. 
Es ist z. B. ; 

Minuend. 1,0407 8,000 .13,66667 f-»0,75.. 

Subtr. 0,9745 7,995 8,67809 0,2305 

56. 

Multiplicatton, Regel: Man multiplicire wie bei ganzen Zahlen, 
ohne auf die Decimal zeichen der Factoren zu achten, schneide aber 
vom Product rückwärts so viele Decimalen wieder ab, als die Fac- 
toren Decimal en zusammen enthalten, indem man die, welche 
das Product weniger hat, durch vorgesetzte Nullen ergänzt. Beispiele: 



(0 

• 


0,43 
0,25 


(2) 8,034 
0,46 


(8) 0,0478 
0,003 




215 
86 


48204 
82186 


0,9001484 




0,1075 


8,69564 


ii 


(4) 


4,03 
2,15 


(5) 0,085 
2,04 


(6) 0,056 
24 




2015 
403 


140 
70 


' 224 
112 




800 

8,6645 


0,07140 


U44 



Bei (1) haben beide Factoren zusammen vier Decimalen, bei 
(2) fünf, bei (3) sieben, bei (4) vier, bei (5) fünf, bei (6) drei. 

Die Richtigkeit dieser Regel erklärt sich von selbst, wenn man 
die Decimalbrüche mit untergelegtem Nenner geschrieben denkt, 
dann Zähler mit Zähler und Nenner mit Nenner multiplicirt, und 
den erhaltenen Bruch wieder ohne Nenner darstellt So ist z. K.; 

(0,48) (0,25)-.i»Ä A^=-:|iÄ%-0,1075; 

Jder Nenner des Prodfioto erhält luümlidk so tmle Niüki^ alf boidt 
raotOfCA DeoimalBtelleii enthalten;) , 

i084 0,46-iHH'^-.f|itH-MM04. 

0,056-24— Ti*Ty24— W4 « 51)l 

Anmerkung. Ist ein Decimalbruch mit einer einfachen BannaUminiilll» 
pliciren, so braucht man das Decimalzeichen nur um so viele SteUfln mr&düni> 
Mfaieben, als die Rangzahi Nullen «nthält Es ist z. B.: 10 (0,045) — 0,45 { 
li6(M45)— Mi 1000 i0y04ft)— 4»; 10000 (0^)— 450} 100 (2,003>— 300,3. 
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AvUBTikbeii« Folgende aogedeiitete Maltiplication sv entwickeln; 
(0,057) (0»005); (0,206) (7,04): (1,09) (1,003); 11.(1,1030); (0,013) . 101 1 
(203,07) (105,002); 100.(0,031)$ (0,2). 100; 1000 . (S]/)451); (21,005) ^4) 

Antwort Die Fkodnele liiia: 0,000285; 1,4432; 1,09327; 12,1396; 1,31S( 

67. 

Division, Beff el: Haben Dividendus und Divisor mcht gleich 
Tiel Decimalen, eo Hänge man dem, der weniger hat, 80 viele Nullen 
■n, bis beide gleich viel haben (§ 52, 2), alsaann dividire man mit 
Weglasaung der Decimalzeichen, wie gewöhnlich, indem man einen 
etwaigen Bruch gleich in einen Decimalbruch auflöst. (§ 52.) 

Cenn wenn oeide Brüche^leich viel Decimalen haben, so ha* 
ben sie auch, als ^wohnliche Brüche geschehen, einerlei NeBant^ 

bei der Ditinon mdit in Betnuslit kommt So iit s. & 

0.17 17 — »«^wcu 0.17 100*100 17^ • , 
0^ Mnn 0^ J500 . 407S\ 

ssr^iSB yrm'm; 

8 8,000 8000 
«CM»""<Wtt"" Mi " 

3,643 _ S,ß45 ms 

Anmerkungen. l)l8tderDiviBor eine ganze Zahl, so verAhrtmankfir^, 
wenn man jede Ziffer des Dividendos dividirt, und SB dem etwaigen Reste die 

Mgende Ziffer letit, s. B. ^ ->= 0,455625. (Man sage nämlich : der 8te Theü 

Eben m kt ^g^-M0U54.. 

2) Ist ein DedBMlbmek dprch eine einfache Bangiahl su dividfa«Q, so 
1irandiftiiMnnwdM06eiinalieieheafOviflie8lri^ ak 
dfeBavfMUHollaiket 8eirta.B»: 

t) Ist ein Deeimalbmeh mit einem gewöhnlichen Brache an multipli- 
•iren, io kOmile nen leCiten entin einenDedmalhrueh Terwandebi, leiehder 
«Ällt man aber das Prodnet wenn man ndt ■ehmn Nenner diHdiil^ nnd wäü 
ZUdermnltipUeirt So|eti.B.: 

i . (0,0436)— 2.^— 2.(2,014()i-i/)29; 
|.(a^5)-.?£5— 0,187». 
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4) Ist ein Deeimalbnieh darcli einen gwrChnlktlien Brodi ra dbidirm 
m kann man mit dem omgekehrtea Diviaor maltiplieirai| i. Bw: 

5) Ift ein gewöhnlicher Brach durch einen Deeimalbrnch zu diridiren, fo 
nofla man eretem in einen Deeimalbrnch yerwandeln. oder dem Deeimalbroeh 
•eiaenNenner witeweiawftMi fkadm^vmkAitmfndttMjfBtbm» W^Mm^Ba 

j : 0,321-} : TW5-f.W-2,3m 

eimalen : 




\f 'Wf wi"t CT» i3S5> 1S9 aif T"» r$ "99 ""ülf 



#JM. MTI 1 » 1 t t 

Wf TSS9 Ii9i lOBif 9Mf ijRif IHt 
f : 0,14; 4,03 : i; 0,1876 : }; 0,üM : f ; 0,4SS s a|; | : 0,05; . |. 

Antwort Die Quotienten sind: 0,6028; 0,2513; 2,6776; 0,0037; 0,785; 
0,0005; 49,3097; 0,0056; 0,1801; 0,004; 0,540047 ; 0,0004 ; 84,71; 0,01; 0,035; 
M787; 0,9882; 0,6557 ; 2,0408..; 6,045; 0^; 0,13066..; 0,1581; 7^5; Ogi^ 

♦ 
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Sechstes Buch* 



Bedmung mit benannten Zahlen, 



Wer imt tmbenannteii Zahlen rechnen Vann, Icaim es auch mit be- 
naanten, nur die Kenntniss der verschiedenen Unterabtheilungen der 
benannten Einheiten, oder ein Münz-, Maase- undGewichtfl-iSystem, 
aas welchem man sich eriorderliohen Falk Kaths erholen kann, iai 
hiezu erforderlich. 

58. 

Addition, Sind mehmaniige Grössen zu addiren, so stelle man 
die gleichnamigen Einheiten unter einander, und addire dann, bei 
der niedrigsten Sorte «ofimgeud, welclie maa ißauk anl höiiMe 
reduoirt läeiapiele; 

' 8 lUr. 14 Sgr. 7 FE 34 ML 2Loth 8 

tl n ^0 ff ff 9 ff ~~" ft i st 

m ff il „ Aiff 17 „ 27 m — m 



I» 



152Thlr. 14 Sgr. 8iP£ 



95 Pfd. 28 Loth 2 Qtch. 



SMraoiion, Di« SMIni^g. >st hier yn% o^en. Ist «ne AiunU 
Einheiten im Snbtrahendus grösBer, als die darüber stehende im 
Minuendus, so muss man von> den nächst höhern Binfaeiiea im 
Minuendus eine Einheit herüber nehmen. Beispiele: 

6 Thlr. 1 6 Sgr. 3 Pf. 14 Fuss 6 Zoll 3 Lin. iO St. 45 Min.SOS. 
8 „ 18 ^ 7 ^ r „ ii \ 11%, 7^ 59% 4b"„ 

t « ä7 „ 8» 6« „ 6''« 4'"h ^^m 45'» 46^% 

Ein paar Subtratitions-Beispiele aus der Zeitrechnung mögen 
hier noch Platz Enden, weil sie eher, als die; obigen leichten Fäle, 
eiuer Erlauterui^ bedürfen.^ « - . ; . 
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^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 

Um den ünterecßed zweier Zelti^mne, welche beide von einem 
und demselben Anfange (Christi Geburt) gerechnet und in Jahren 
und Datum ausgedrückt sind, zu finden, muss man die Zeiträume 
erst etwas anders ausdrücken, nämlich durch die wirklich verflos- 
senen Jahre, Monate, Tage, Stunden &c. und sich dabei erinnern, 
dass der bürgerliche Tag (Da^umVurn Mittemacht ( 1 2 Ubr) anfängt, 
lud 2*12«34 StondettldMiMU ^Di• s. B. bis 1884 den 25. Ainü 
AboidflTUlirwirkfichwflotMiieZeit betiigt 1888ToHe 
JaliTC, 3 volle Mmte, 24 volle Ta^e und 12+7--19 Stttwto, 

Februar ausgenommen, welcher in jedem gemeinen Jahre 28 
und in jedem Schaltjahre (jedes durch 4 ohne £eet theilbare Jahr) 
29 Tapre hat, findet man die Tage der übrigen Monate sehr leicht 
nach der bekannten Regel : dass, wenn man, vom Zeigefinger fUOc 
gefangen, die Knöchel der Hand und die Zwischenplätze zweimal 
quer durchzählt und zugleich die Namen der Monate vom Januar 
an, der Reihe nach hemennt, jeder auf einen der Knöchel trefiende 
Monat 31, und jeder dazwisciien fallende 30 Tage hat 




Aufctbbe. 1) Welche Zeit ist von 1790 den 24. Octobr. 5 Uhr 31 Mmatn 
NachnUteg»bbl832 4«i 22.Minll Uhr 27 Mmoftea y4Mnitti«i vttfloweaf 

AvttS&fmg^ Die Terflonene Ziit lUt 

29| 

1832. MSn 22, 11 U. 27 K. Yorm. —1831 J. 2 M. 21 T. 11 Si 27 11 
1700. Oct 24, 5 „ 31 „ Nachm. — 1789 „ 9 „ 23 „ 17 „ 31 « ' 



Also die yerfl. Zeit — 41 J. 4 M. 26 T. 17 St 64IL 
Dw ktor «aUakata awalto Xomft Vataaw fUU !• dM BahaHjafcf UM, 



Anfji^be. Wann wifd seift 1819 den 17. JuM 11 Uhr 2b Minatea Nate. 
sineZeH TOD eoiiriM SMonafeniUl^M 17 tandn vid60Mmnlaiw> 



AaflBms. Die UilM» tei 17. JoU veriloeMie Zait Irt: 

— 1818 J. 6 M. 16 T. 23 St 25 IL 
a ddfat 60 2 „ I, 17 60 , 

1878 J. • H S T. 17 8i 18 H 



1879 den 4. Oet »iUlir Keehm. 

» * * ♦ 

IfuUipUeaihru Der Molüplicator musa bei jeder Mnltiplicatioii 
irahenatmta Zahl fein, indm mm Um Brnnffe vk 
«m^er multiplioiieii kann. Ist bub der IfoldpfiGaiicnii mm mefaf^ 
naaagß Grösse, to kann man jede Sorte beaonaers multipliciren und 
dann d«8 F^uct auf höhere Einheiten reduciren. Einige kleine 
Bechiiun^Yortheile, welche sich hiebei in besonders günstigen I^ällen 
(durch die sogenannte Zerstreuungsmethode) anbringen lassen, finden 
eich von selbst. Fragt man z. £. wie viel 7 Pfund einer gewissen 
Waore kosten, wenn das Pfund 2 Tbk. 6 8gr. 8 F£ kostet, to muM 
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man letztere Grosse 7 mal nehmeiiy oder mit der onbeiuumtea Zahl 
7 multiplidren^ näuüich: 

2 TUr. • 6gr. 8 F£ 

7 

IS TUe; M Sgr. 8 F£ 

Aufgraben« 1) 7 Fuss 8 2^11 3 Linien 5? mal zu nehmen. 

2) Die GrSase 2 Pfund 4 Loth 3 Quentchen 2? mal zu nehmen. 

3) Die Qrö8M 3 Stunden 26 Minuten 12 Secuuden mit f. au multipfichren. 



Antwort. Die Producte sind: 43 Fun 11 Zoll If Tiiniim: ftFfiuii MLoIb 
\ Quantehtt; 2 Stnndaa 61 Miauten 60 BaflaadaD. 

• 61. 

Division. Erster Fall. Soll vom DSvidendns ein bestimmter 
Theil angegeben werden, so ist der Divisor immer unbenannt, der 
Quotient aber, als ein Theil des Dividendus, auch wie dieser benannt. 
Man dividirt, bei der höchsten Sorte anfani3i;end, indem man etwaige 
Bruchtheile von höheren Einheiten in nächst niedere Einheiten audf- 
ISBt. dadiliiittis.lLte8tm1lNttfOBl8itodl7LothiQtc^ 
00 hat maiis 

. tlPfima t7Lfltfi »Q tdL 

1 Pfund 18 Loth 4 Qtch. 

Zweiter FalL Sind bdde,IMvi8oriiiidIMvidend, beaaim^ fo 

müssen bdde erst auf cinerl^ Einheit, entweder auf die ntedriffsCe 

«oder höchste, reducirt werd^ weil man nur gleichnamige Einheiten 
durch einander dividiren kann. Der Quotient ist in diesem Fall eine 
mibenannte Zahl, der bloss das Verhältniss des als Einheit betrach 
teten Divisors zum Dividendus ausdrückt. Fragt man z. B., wie oft 
2 Pfund 24 Loth in 6 Pfund 13 Loth 2 Quentchen erhalten ia^ so 
hat man« 

6Pf. 13 Loth 2 Q^ch. — 822 QMl oder «»6^K . 
und 2» 24 n —352 ^ » -»«i . « : 

' Bdthin: • ^ » ^ ^ Q^-^ ^^^^^^m^l^^^^ 
. . . 2 Pf: 24 Loth 352 Qtch. 24P£ ^^^^^ 

' ^ Aufsraben. 1) WievidnalistSTiiM llZoUS IiniMigf8iMr,.a]a2lViai 

S Zoll 6 Linien? 

2) Wie gross ist der 24Bte Theil von 130 Thlr. 20 Sgr.? 

3) Wie viel mal ist der Zeitraum von 6 Standen 34 JMDnatfln S4 BeeoodiBB 
fr8Mer,ala4 8tuad«iieiaattten? ; 



Antwort 1) 3HjmaL 2) 5 Thlr. 13Sgr. 4F£ 3) lHHm>L 
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Siebentes BucL 

Von den graden, mngekehrlen und mmimmgmMtm 

Verhältnissen« (ßegel de tri) 

62. . • 

Orades VerhSltnisB. Wenn zwei Gröflsen so TQn einander ab- 
hängen, dass, wenn die eine sich ändert und einigemal grösser oder 
kleiner wird, auch die andere eben so viel mal grösser oder kleiner 
genommen werden muss, so sagt man: beide Grössen stehen im 
graden V erhältniss zu einander. So steht z. B. die Menge einer 
Waare mit ihrem Werth in gradem Verhältnibs, denn für 2-, 3mal 
iM Wam ttUM mm mck dnen 2-, taal grötram "Fnu 
geben» fOr | der Waare anob nnr ^ dee FnaaeB ^ 

An^jaben dieser Art, wo nimHäi da» Aenderung einer GtSbm 
gmeben ist, und die Aenderung der andern abhängigen Ghctea 
gesucht wird, kommen im gemeinen Leben grade am häufigptea ¥or. 
Sefahifis und Ansatz ist aber bei allen derselbe, und wer nur eine 
dieser leichtesten Au^ben gehörig verstanden bat, kann auch alle 
übrigen machen. 

BeispieL Wenn 5 Ellen Tuch 6 Thlr. kosten, wie tbeoer 
kommen dann im gleichen Yerhältniss 100 Ellen? 

Erste Auflösung. Für je 5 Ellen müssen 6 Thhr. bezahlt wertel, 
so oft also & als Maassslab gegebene GitSsse, 5 Ellen, in der so* 
genaonten Frageiahl (d. h. die, nach deren Werdi gefragt ivM) 
enthalten ist, so oft mnss man 6 Tblr. setaen» daher ist dir 
snohle W«üi 

ellib.— — -6 Tbk.— 20-6 Thb^--120Thlr.(i61,2.^ 

SEllen 6 

Zweite Auflösung. Man kann auch die als Maassstab gegebene 
GrrÖsse erst auf die wirkliche Einheit reduciren und so scmiessen: 
da 5 Ellen 6 Thlr. kosten, so kostet 1 Elle, nämlidi der 5te Tbeil» 
{ Tblr.^ und mithin ist der Preis für 100 Ellen: 

—i00*fTUr.->120Xhbr. (f 60.) 

ßeide Schlussformen lassen sich auch in die leicht zu behaltende 
Eegel, den sogenannten Dreisatz, oder Begel de tri» bringen. Man 
saffe niifülifii t 
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5 Ellen geben 6 Thlr., wie viel 100 Kllen? 

und multiplicire die beiden hinteren Glieder mit einander und dl- 
vidire da« Product durch das erste Glied, indem man hicbei die 
beiden ein- und gleichnamigen äussern Glieder als ungenannte Zahlen 
betrachtet. Deutet man diese Operationen vorläufig nur an, so kann 
man, der leichtem Rechnung wegen, die etwaigen Factoren, welche 
Dividend und Divisor gememschaftlich haben, erst gegen einander 
aufheben. 

Dass die beiden äussern Glieder, im Fall sie mehmamig sind, 
erst auf einnamige reducirt werden müssen, entweder auf die nie- 
drigste Einheit oder (waa in der Kegel kürzere Rechnung giebt) 
auf die höchste Einheit, indem man niedere als Bruchtheile der 
hohem ausdrückt, folo^ schon aus § 61, 2. Wenn übrigens zwei 
Grössen im ^aden Verhältniss zu einander stehen, so müssen 
immer die beiden gleichlautenden Steigemngen: je mehr — je 
mehr, oder je weniger — je weniger Statt finden, wodurch 
dieses grade Verhältniss leicht von dem im folgenden § zu erwäh- 
nenden umgekehrten Verhältniss zu unterscheiden ist. 

Aufgaben. 100 Thlr. bringen in einem Jahre 5 Thlr. Zinsen, wie riel 
Zinsen bringt hiernach ein Capital von 625 Thlr. in einem Jahre? 

Antwort. fJij'^.S— i3M Thlr. (je mehr Capital, je mehr Zinsen, so oft 
100 in 625 enthalten ist, so oft 5 Thlr., oder 100 geben 5, wie viel «25?) 

2) Wie viel Zinsen bringt ein Capital von 1065 TUr 6 Sgr., weichet 
ein Jahr zu 5 pro Cent steht (pro Cent, für hundert)? 

Antwort. 53 Thlr. 7 Sgr. 9? Pf. 

3) 14560 Thlr. bringen in einem Jahre 364 TWr. Zinsen, zu wie viel 
pro Cent (•/•) ist es belegt, d. h. wie viel Zinsen geben 100 Thlr.? 

Antwort. yHlhj • 364 — 2^ •/•. 

Bei der Zinsenrechnung wird immer eine gewisse 2^it als Einheit ange- 
nommen, z. B. 1 Jahr, ^ Juir, 1 Monat &c. Wird nun ein Capital früher oder 
später bezahlt, so müssen die nach der festgesetzten Zeit-Einheit fälligen Zinsen 
noch so viel mal grosser oder kleiner genommen werden, als die verflossene 
Zeit grösser oder kleiner ist, als die festgesetzte Zeit-Einheit. Beispiele: 

4) Wie viel Zinsen trägt ein Capital von 60Ü Thhr. in 3 Jahren, wenn et 

zu 47» jährlich belegt ist? 

Antwort. ^.4.3—72 Thlr. 

5) Wie viel Zinsen bringt ein Capital von 34 Tlilr. 16 Sgr. in 6 Jahren 
3 Monaten zu 2§ »/•? 

Antwort. ?tj . 2 , . ,j _ ^ . j . y _ ^ _ - » A TWr. 

8) Wie viel betragen die HtSgigen ZinMn von 73lUr. 22 Sgr. 6Pi. m W% 

jährlich? 

Antwort. ^ »-M-i^.S.M-ä^.V^- A^™'.--^,^ Sgr. 

Wenn ein ohne Zinsen zahlbares Capital, Wechsel &c., vor dem Verfalltage 
entrichtet wird, so mass dem Inhaber für den entbehrten Nutzen ein gewisser 
nach einer festsetzten Zeit-Einheit procentweise bestimmter Abzug gestattet 
werden. Beispiel: 
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7) Ein erst nacli 4 Wochen zahlbarer Wechsel von 600 TtJr. wird lOglelcii 
mit 8*/n (jährlichem) Abzug (Di«cont, Escompt, Babatt) besalklti wie vieL b«- 
trügt der Abzog? 

es. 

Umgekehrtes VerhältniBS. Wenn zwei Grossen ao TDH 
dbMider abhSngen, dass, wenn die m» einigemal grStier oder 
idemer wird« oie andere grade umgekehrt so iriel mal kleiner 
oder grSaser genommen werden muss, so sagt man: beide Grössepi 
stehen im umgekehrten Verhältnisse zu einander. In diesem 
Fall müssen immer die entgegengesetzten Steigerangen Statt 
finden: je mehr — je weniger, oder je weniger — je mehr» 
wodurch dies umgekehrte Verhältniss leicht zu erkennen ist 

"Wenn z. E. 4 Arbeiter 6 Tage zu einer gewissen Arbeit ge- 
brauchen, so werden 2mal so viel oder 8 Arbeiter nicht auch 2m8i 
so viel Zeit, sondern grade umgekehrt nur ^mal so viel Zeit dazu 
gebrauchen &c.; denn je mehr Arbeiter, je weniger Zeit, d. h. die 
Sehl der Arbeiter steht mit der Zeit, welche rar ^beit emrdedUob 
ist, im umgekehrten Verhältniss. Eben^: wenn4Arlidter 
in 6 Tagen eine gewisse Arbeit verfertigen können, und nun gefragt 
wird: wie viel Arbeiter angestellt werden müssen, um dieselbe 
Arbeit in zwei Tagen zu vollenden, so muss man offenbar schliea» 
sen, so viel mal die Zeit kleiner ist, so viel mal mehr Arbeiter 
müssen angestellt werden. Man muss nämlich bei allen Aufgaben 
dieser Art die Fragezahl durch die als Maassstab gegebene Grosse 
dividiren, und mit diesem Quotienten die dritte abzuändernde 
Grosse dividiren, oder, was dasselbe ist, mit dem umgekehrten 
Quotienten multipüeireny ao dasa also üe Fragezahl hier immer 
füs Divisor j^brnueht wird. Naeh der Be|^ de tri aa ge se tiL 
muss man die beiden ersten Glieder mit einander multiplkifai und 
durch das dritte Glied dividiren, mithin die beim graden VerhäU- 
niss ^e^ebene B^tgtl umkehren» weshidb an auch hier mngekehrte 
Uegel de tri genumt wird. 

Aufgaben. 1) Sechs Arbeiter machen eine Arbeit in 3 Tagen, wie viel 
AlMter münsn aageitdlt werden, um die Arbeit in 1 Tagen sn vellsndsnt 

Antwort. ^ . 6 — 9 Arbeiter. 

Oder: a Tige edbidem 6 Aibeitsr, wie vkl 1 Tiiif 

a|i8 . • . 

9 Arbeiter. 

.2) 6 Mann brauchen xu einer Arbflit 7 Stmdsn» wie fiel Stpadsn 

brauchen hiezu 8 Arbeiter? 

Antwort. 1.7— ftidtuDdoL (jje mehr Arbeite, Je wcnk^er Zflit.) 
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S) Toii einem y breiteii Tnehe Imaolil aan 4| Eta n 
^twort. 80 viel nal weniger bmttfovklflbal mehr T^ul^dahflrt 



4) In einer Festung befinden sich 600 Mann, welcbe auf 4 Monat so mit 
Brod rersor^ sind, dass jeder tii|;Uch 2 Pfund erhalten kann, wie viel Pfund 
Brod aber wird jeder erhalten kfinnen, wenn jra den 600 Mann nocb 400 Maua 

Anfewort. ^.2Pftiiid«liPfiiiid. 

64. 

ZasftmmengesetsteVerhiltiiiese. Eise Gitea Imm voii 
mehreren andern so abhängen, dasa sie mit jeder derselben» einzeln 
lienbmmen» im graden oder umgekehrten, mid mit allen zugleich 

nn zusammengesetzten Verhältniss steht. 

Wenn z. E. 6 Mauerleute in 7 Tagen eine Mauer aufführen, 
welche 4 Stein dick, 3 Fuss hoch und 40 Fuss lang ist, und nun 
gefragt wird, wie viel Zeit 12 Mauerleute nach diesem als bekannt 
gegcoenen Fall nöthig haben, lun eine Mauer aufzuführen, welche 
2 Stein dick, 9 Fuss hoch und 20 Fuss lang ist, so kann man 
^ese leifihte Aufgabe, so me aOe andern Aufgaben ^tieeer Art, auf 
folgende Weise behandeln. 

Man stelle, der leichtem Uebeimcht wegen, den bekannten Fall 
erst so unter den unbekannten^ dass gl^dmamige Ofdesen fibor 
einander ekefaen» nämlich: 

12MaiieiL, wie viel Zeit? 2 Stdiok» 9 F.hoeh, 20 F. lang (nnbeL Fall), 
6^ ^ 7Tage,4„ » S » „ 40 „ » (bek. FaU) 

Hier steht nun die gesuchte Zeit in der obersten Reihe mit der 
Anzahl der Mauerleute im umgekehrten, mit jeder der übrigen Grössen 
aber im graden Verhältniss, denn je mehr Mauerleute, je weniger 
Zat; je weniger dick, je weniger Zeit; je höher, ie mehr Zeit cbo. 

Man untenucfie mm ent, wie viel mal die Zeit grosser oder 
kleiner genommen werden muss, wenn bloss ein Umstand, z. ß. 
die Anzahl der Arbeiter verschieden, die übrigen aber, wie Dick% 
Höhe &c vorläufig noch in beiden Fällen gleich wären. Wegen 
der vergrösserten Anzahl Arbeiter braucht man, die übrigen Um- 
stände gleich gesetzt, nur Amal so viel Zeit; jetzt ziehe man noch 
einen andern veränderten Umstand, z. B. die Dicke, in Rechnung. 
Wegen verringerter Dicke allein ist nur ^lual, also wegen beider 
veränderter Umstände nur /^ Imal so viel Zeit nöthig. Wegen 
Tergrösserter H6he ist aber {mal so tiel Zeit erforder]i<m; die toi^ 
Inn weffen gitoerer Anzahl Aibmter und geringerer Didte nur 
^*|nuu wa nehmende Zdt muss also wieder f mal grossen also 
j^'l'InMl genommen weiden» w«l aber endlich anoE die Maner 
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niclit §0 IftDg sein soll , so ist aus dieser Ursache die ebengefun- 
dm Ztk mir ilnud erfoiderlioh. Die geBuchte Zmt iat demnanh 

— A i Tage— 2i Tage 

Die gioi^ Bechnung kommt also immer auf eine blosse Multi- 
pfieation mehrerer Brüche (Verhältnisse) mit einander zurück. Man 

mu88 nämlich die einzelnen Verhältnisse mit einander multipliciren 
und mit dem daraus gebildeten Producte, welches ein zusammen- 
gesetztes Verhäftniss genannt wixd^ die Giösee multipliciren, 
deren Veränderung man sucht. 

Aufgaben, l) Wenn 6 Mann in 8 Tagen, täglich 9 Standen gearbeitet, 
einen Ghraben ron 120 Fuss LSn^ machen können, wie lang moss hiernach ein 
Graben werden, welchen (unter übrigens gleichen Umständeui d.h. bei gleicher 
BNilandTlefe&e.)4MaaBinl8 Tagen, tggUeb Ii Btonden, i m t mü g/nf 

AatworL 200Fom. 

eü^ ^'li'^f mFSif (aUeVerhütaiMesiad grade) 

I* V.y. isoFaM^aooFiMi. 

2) Wenn 6 Mann in 8 Tagen, täglich 9 Stunden arbeitend, einen Wall von 
120 FosB Länge aa£P&hren. wie viel Tage brauchen dann 4 Maon. die täglieh 
M Standen arbeiten, vm emen Wall von 200 Foss Länge an&ailfikieBf 

Antwort. 18 Tage. 

4 IL Tage? 10 St 200 Fto» (je waüger MaBBsehaft, je 
^•^1» twllOM JeBiahr Standen 

I . «.A . W- 18 Tage uS^/ji mehr^'ISt.f*'^ ^ 



3) 1500 Mann kSnnen sich hinsichtlich des Proriants 30 Tage in 
Festung halten, wenn jedem Manne täglich 2 Pfund Brod gereicht wird. Nun 
hommen aber noch 500 Manu dazu, und die ganze Mannschaft soll sich auf 
14 1^ lialle^ ilie Viel Brod kann jetet jeder täglich emp£uigent 

JUiiifWl^ f • f • S PAnid f If PAakL 

4) Wenn 40 Weber in 7 Wochen, wöchentlich 6 Tage und täglich 12 Stun- 
den arbeitend, 200 Stück Leinwand, jedes Stück 70 Ellen lang und 14 £Ue 
breit, rerferti^n, wie Tiel Stück Leinwand werdeo. in aleiohm YeihiltoiMt 
60 Weber in S Wochen, wöchentlich 5 Tage und tätlich 8 8t"-^ — — fc-»s— - 
frenn jedes Stück 50 Ellen lang und 1 Elle breit sein soll? 

1 



■ 
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Achtes BucL 

Von den VerhaltnigiwJiTqi und deren Gebrnncb« 

Bei manchen mathemaüschen Untersubhiniffen braacht man nicht 
die wirkliche GrÖsöe der Pii^ge, welche der Aechnimg unterworfen 
werden » Mmdem nur deren vecliiiltiuM m kennen, d. h. nur su 
wissen» wie viel^ mal die eine Grosse ^[rSsser oder kleiner ist, 

als die andere. Dieses Ghfossen-Yerhältniss kann also dadurch : 
darg^tellt werden, indem man statt der Grossen solche Zahlen 
setzt, welche^ darch einander dividirt, denselben Quotienten j?eben, 
als die Grössen, worauf sie sich beziehen. Hat z. B. eine Person 
A 200 Thlr., eine andere Person B 600 Thlr. Vermögen, so kann 
man sagen, die Vermögensumstände der beiden Personen A und B 
verhalten sich, der Grösse nach, gerade so zu einander, wie die 
beiden Zahlen 2 und 6, oder wie man es wohl auszudrücken pflegt, 
wie 2 : 6 (lies: wie 2 zu 6, das Kolon steht hier statt der Präpo- : 
ridon sn und niolit ab Divisionasdohen). Eben so kann man 
wadk saeeB» Indem man die beiden Veibaltnisszahlen 8 iind 6 mil 
dnsr bdiebigen ZaU multiplicirt oder dividirfty wie 1:3; wie | : |s' 
wie 100 : 300 &c. &c., indem der ErldSmng gemäss, je zwei dieser 
Verhältnisszahlen, durch einander dividirt, denselben Quotienten 
geben, als die beiden Grossen 200 Thk. und 600 Thlr^. worauf 
sie sich beziehen. 

Verhalten sich z. B. die Einwohnerzahlen der vier Städte A» 
B, C, D, wie die Zahlen 3, 2, 6, 4, oder wie 3:2:6:4, so ver- 
halten sie sich auch, indem man alle diese Verhältnisszahlen be- 
liebige male kleiner oder grösser nimmt (durch 3, 2, 6, 4 dividirt), 

/ B. 0, D. 

wie: 9:8:6s4 • 

oder aofib wie: 1 s } : 2 : } 

irie: f : 1 : 3 : 2 

iHe: I : i : 1 : i 

wies |xi:):l 

s. B. die Einwohnerzahl yon A verUUt sich m der fon CS, wie 
d : 6» eder i s 2» oder | : 3, f : 1 <$bc., und die Ton A feifaill aiek 
H der m D* wie 3 1 4s 1 s I; i s i 

Aus den durch Zahlen dargestellten VerfaSltnissen mehrerer 
Grffmn kann man (it^tu nui*h ftigtntH'nh diit Yitrbilltniiitnhlitn itinnun) 
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Äogleich entscheiden, wie viel mal die eine Grosse grosser oder 
kleiner ist, als die andere, so sieht man z. B. aus der obigen ersten 
Reihe, dass B 5 mal, C 2ma], D }mal so viel Einwohner hat, als A ; 
aus der dritten Reihe, dass A ^mal, C 3mal, D 2mal so viel Ein- 
wohner hat, als B &c. 

Wenn also die Verhältnisse mehrerer Grössen gegeben, und 
eine von den Grössen bekannt ist, so kann man die übrigen leiciit 
berechnen, indem man, der deutlichen üebersicht wegen, die Zahlen, 
welche die Verhältnisse darstellen, erst so einrichtet, dass diejenige, 
auf welche sich die bekannte Grosse bezieht, zur Einheit wird, und 
also zuvor alle Verhältnisszahlen durch diese dividirt (vergl. § 322). 

Würde z. B. gesa^ die Bevölkerung der vier Städte A, B, 
C, D verhalten sich aer Reihe nach, wie 3:2:6:4; A hat 
6000 Einwohner, und, nach der Bevölkerung von B, C, D gefragt, 
80 würde man so schliessen: da sich die Bevölkerungen von 

A, B, C, D verhalten 
wie : 3, 2, 6, 4, so verhalten sie sich auch (durch 3 dividirt) 
wie: 1, I, 2, 4, 

folglich muss, da A 6000= 6000 Einw. hat, 

B 1-6000—: 4000 Einw., 
C 2-6000 t=r 12000 Einw., 
D 1*6000» 8000 Einw. haben. 

Aufgaben. 1) Das Alter einer Person A Terhält sich m dem einer Person 
B wie 2 : 5, A ist 20 Jahre alt, wie alt ist B? 

Antwort. | .20^50 Jahre. 

2) Die Bevölkerung der zum Bunde gehörigen Staaten Oldenburg, Bremen, 
Hannover, Hamburg, Lübeck verhalten sich ziemlich nahe, wie 55, 12, 325, 
32, 10. Nach diesem Verhältniss müssen sie ihre Mannschaft züm Bundesheere 
, stellen. Bremen stellt 480 Mann (nämlich den hundertstenXheil der Bevölkerung), 
wie viel die übrigen? 

Antwort. Oldenburg 2200 ; Hannover 1 3000 ; Hamburg 1 280 ; Lübeck 400. 

* • 

67. 

Oftmals drückt man die Yerh'ältnisszahlen auch so ans, da^s 
die kleinste von ihnen 100 wird, wenn man nämlich wissen will, 
um wie viel pro Cent die Grössen verschieden sind. Der Preuss. Thlr, 
verhält sich zum alten Hamb. Thlr. wie 5 : 6, oder mit * J° multi- 
plicirt, wie 100: 120, d. h. der Hamb. Thlr. ist um 20% besser, 
als der Preuss., oder dieser um 20% schlechter, als jener. Die 
Brabanter Elle ist um 20 % grösser, als die Schlesische, heisst 80 
viel, als: 100 Brabanter Ellens 120 Schlesische Ellen, oder die 
Brabanter Elle verhält sich zur Schlesisohen, wie 120 : 100. 

Gebranch der Verhältniss zahlen, um darnach eine 
Grösse in verhältnissmässige Theile zu theilen. Es ge- 
nügt, sich einen Fall dieser Art recht klar gemacht zu haben. 
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67 

Soll z. B. die Zahl 72 in drei solche Theile getheilt werden, 
welche eich der Grösse nach wie 2, 4, 6 verhalten, so findet 
man diese Theile, wenn man die zu theilende Grosse 
erst durch die Summe der Verhältnisszahlen dividirt und 
den Quotienten mit jeder Verhältnisszahl multiplici rt. 
Denn dividirt man 72 durch 2-|-4 -|-6= 12, so erhält man den 
zwölften Theil von 72. Wird nun dieser zwölfte Theil 2mal, 
4mal und 6mal genommen, so verhalten sich die Producte nicht 
allein wie die gegebenen Zahlen 2, 4, 6, sondern ffeben auch zu- 
sammen addirt, als Probe der richtigen Rechnung, alle zwölf Theile 
(i~f) ganzen Grösse wieder. Der eine Theil ist also 

— 2 - r-r^^-r-r«-2 6«=12,«= 2 Zwölftel von 72 
2-t-4-h6 

der 2te Theil «4'6 = 24,«« 4 ^ 
der 3te Theil ■^6-6 = 36,== 6 ^ 

Probe-Summe = 72, = 12 Zwölftel von 72. 

Aufgaben. 1) An eine für lOOo Thlr. verkaufte Concursmasse, von 
frelcher, nachdem die Gerichte, die Advocaten, Curator maasae &c. für die den 
Gläubigern geleisteten Dienste, den ihnen aU privilegiati gebührenden Theil vor- 
abgeuommen hatten, — noch lUü llilr. übrig blieben, nat sammt Zinsen und 
Kosten zu fordern: A 600 Thlr , B 50 Thlr., C 50 Thh., D 300 Thlr.; wie viel 
wird jeder Gläubiger vom Reste erhalten, wenn derselbe nach dem Verhältnis« 
der Forderungen vertheilt wird ? 

Antwort. A 60 Thlr., B 5 Thlr., C 5 Thbr., D 30 Thlr. 

2) Vier Kaufleute unternehmen ein Handelsgeschäft, su welchem A 200 Thlr^ 
B 250 Thlr., C 4uoThlr , und D 350 Thlr. hergiebt. Nach beendigtem Geschäft 
findet sich ein Gewinn von 500 Thlr., wie viel wird jeder davon erhalten? 

Antwort. A 83', Thlr., B 104' Thlr., C 1665 Thbr. und D 145,; Thlr. 

Anmerkung. Dass (wenn weiter keine juridische Grande, als Natorrecht 
«nd Billigkeit vorhanden sind) unter gl eichbetheiligten Gläubigem eineConcurs* 
masse nach den Verhältnissen der Forderungen ; ein Gewinn oder Verlust bei 
einem Geschäft nach Verhältniss der Einlagen vertheilt werden müsse, ist leicht 
SU begreifen. So muss z. B. in der vorhergehenden Isten Aufgabe A wegen 
der l:2mal grösseren Forderung auch 12maJ so viel haben als denn man 
kann sich statt A erst 12 andere Personen, jede mit 50 Thlr. Forderung, und 
diese dann auf eine einzige Person übertragen denken &c. 

Bei der zweiten Aufgabe ist jedoch zu bemerken, dass, wenn die Einlagen 
nicht gleich lange stehen, wenn etwa nach Verlauf einer Zeit (ohne dass der 
Zustand des Geschäfts untersucht wird), Theilnehmer mit ihren Einlagen aus- 
oder eintreten sich aber verbindlich machen, auch den bei Beendigung des Ge- 
schäfts sich ergebenden Verlust zu tragen, alsdann auch die Zeiten mit inRech- 
nung gezogen, und nach dem zusammengesetzten Verhältnisse der Einlagen und 
Zeiten getheiltwerden muss. DieKichtigkeitdiesesSchlusses ist folgender maassen 
leichter zu begreifen: 

Angenommen: drei Personen unternehmen ein Geschäft. A giebt dazq 
6 Thh-. auf 2 Monate, B 1 2 Tbk. auf 4 M., C 18 Thlr. auf 6 M. : das Geschäft 
■oll nach 6 Monaten beendigt sein und der Gewinn von 42 Thlr. gehörig vertheilt 
werden. Man urtheile so: Ob A 6 Thlr. auf 2 Monate, oder 2.6» 12 Thlr. auf 
1 M. giebt, das ist vollkommen einerlei ; denn man denke sich nur, A habe 
seine ü Thlr. nach einem Monat zurückgenommen , gleich darauf aber wieder 
eingesetzt, was dann offenbar eben so viel ist, als wenn zwei andere Personen, 
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Jtde mit 6 TUr. auf fliDenMonat nach einander oder auch sugleich, und 
ilio ilatl ihier MM ainzigc Person A mit 12 Thlr. auf einen Monat eioG[etreten 
wäre. Ebenso ist es einerlei, ob B 12 Tbbr. aof 4 M. oder 4. 12 «48 Thir. auf 
1 M.. ob C 18 Tbk. auf i> M oder 6.18 — 108 Thlr. auf t M. giebt&c Hier- 
durcn ist also die Zeit bei allen auf die Einheit surGckgeföhrt, und die ausge» 



sjprochene Regel, daas man die Gewinne oder Verluste nach den Fl 
Mn£iaMi§en mit den Zeiten theilen moas, erklärt. Man hat alao: 

, A 6 Thfa*. auf 2 Monate 12 Thhr. auf 1 MomI 
. B 12 ff ff 4 ff 48 „ „1 n . 



aerVeriitttDin-Zdileii 168. 

FoIgUeh erhält vom tiewinne: 

Af IS.)— 8 TUr. 

, . B, 48.}— 12 „ 
Cf 108.^—27 



•*7c|*a,:o* 



Probe -Summe 42 Thlr. 

Aufgabe. Zu einem Handel , in welchem 200 Thlr. verloren wnrden, hat 
A 200 Tbk. auf b M.. B 500 auf 2 M., C 300 auf 4 M., D 600 auf 3 M. her- 
gegeben ; wie viel mau jeder vwn Yerinat tragen t 

Antwort. A, 1000.^—40 TUr.; B, 45 Wr.; C; 48 TUr. $ D, tS TUi. 

69. 

Gebrauch derVerhältnisszahlen bei Mischungen; 
wo die Bestandtheile ein p^egebenee Verhältnisa zu 
einander haben mÜBsen. Aufji;aDen dieser Art, welche in der 
practiachen Chemie &c. yorkommen, gehören eigentlich ganz zu 
MMR! dee vorhergtthffiideii §, 1^ einziges Beiqml wM mr Er- 
Bhiterong genügen. 

Aufgabe. Das gewöhnliche Schiesspulrer ist eine Mischung aus Salpeter, 
Schwefel und Kohle welche Bestandtheile sich dem G^ichte nach wie lo, 2^ 3 
yerhalten (d. h. auf je 1 6 Gewichtstheile Salpeter müssen 2 solche CtewiditaUieile 
Schwefel und 3 solche Oewichtstheile Kolue genommen werden); wie nel iai 
> TOQ jedem BartandAeü an 1470 Ptod Polver erfordeilieh ? 

AuflöBung. So oft 16+2+3—21 in 1170 enthalten ist, so oft muss jeder 
tenmmnen yardaa; felglieh latan MTOPfimdPalwr «ftrdtriiflh: 

70 . 1 6 — 1 1 20 Pf und Salpeter, 
70. 2— 140 Pfund Schwefel, 
70. 3— 210 P fund Kohle. 

Probe - Summe 1 470 Pfund Pulver. 

Will man wissen, wie viel pro Cent eine Mischung von jedem ihrer Be- 
standtheile enthält, d. b. wie viel von jedem Bestandtheile in einer Mischung 
enthalten ist, weldM man aieh dem Gewichte (oder Maasse) nach in 100 gleiche 
Theile denkt, lo muss man mit der Summe der Verh&ltnisszahlen in 100 diri* 
diren und mit dem Quotienten jede multipliciren. Za 100 TheOen PolTor iit 
a.B. ecforderlich: 

Vf .IS«-?«)^ Theiteoiar 76A Salpeter, 
W . 3 — 9i\ Theile Schwefel — 9U •/•, 
yf. 3='14^TheaeKohlen— l ^*/e, 

SauM 100 llieUa Pidr«; 
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Helmtes Bneh. 

Vergleichiuig der verschiedenen Miinzei Mamae and 

Gewichte. 

Jeder Staat, und jeder Staat im Staate, hat Beinen elgenthümlichen 
Spleen, amd^ ionut «udi ielne eigenthlimlidiai Mlinse, Mumb tmd 
Gfewiohte» die, aelbst bei deicher Benennung, an Gftoe sehr v«^ 

schieden und. Deutschland allein kann über tausend verschiedene 
Maasse und Qewiefale Reiches Namena aufireiBen. So findet man 
z. E. das Fussmaass verschieden in den sehr nabe, neben, in und 

um einander gelegenen Orten : Hamburg, Harburg, Bremen, Olden- 
burg &c. Die grosse Verschiedenheit der Maass-Einheiten, und deren 
unsystematische, viele Tabellen und zeitraubende Rechnungen ver- 
anlassende Unterabtheilung, ist namentlich im eigenen Vaterlande 
höchst unangenehm, und macht den dringenden Wunsch fühlbar, 
dass wir in dieser Hinsicht doch bald unter Einen Hut und auf 
Binen Fase komnm mSgen. So lange aber die"" Staaten odi noefe 
moht yereinigt baben, som aUgemonen Besten, «in bequemet, neoli 
▼emflnftigen Grundsätzen bestimmtes Maasssjstem einSmführen, aO 
lange wird jene Babelsprache leider nooh fortdauern , und Jedem, 
der nicht durch Schaden khig weiden will, ihre Bekanntaaliaft 
nothwendig machen. 

Die Wissenschati hat sich unstreitig schon deshalb um das 
bürgerliche Leben ein nicht genug geachtetes Verdienst erworben, 
da88 sie mit unsäglicher Mühe, durch oft wiederholte Messungen 
und Berechnungen, die Verhältnisse der verschiedenen Maass-Ein- 
heiten aller Länder und Oerter, sowdt de nur bekannt geworden, 
auBgemittelt nnd warn Torkommenden'Gebrwioh snm YerMir nnt, 
fremden Staaten in eigene IMbellen (Maaaa* und Gtowiebtf - Sjateme) 

71. 

Mittelst solcher Tabellen ist es nun aber leicht, die Maass- 
Einheiten, welche an einem Orte gäng and gäbe aind» in die «naa 
andern Ortes umzusetzen. 

Will man z. B. wissen, wie viel Dresdener Fuss 25 Turiner 
Fuss sind, so suche man in einem Maass-Sjstem erst das QrÖasei^ 
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VeriiSltiuas dieser Ixaden FiuBnwafltc. Mui findet» da» dcb der 
Dresdener Fuse zum Turmer verhält, wie 1253:2277, d. h. wenn 
nän sich den Dresdener Fuss in 1253 bleiche Tlieile denkt, so 
gehen 2277 solche Theile auf den Turiner Fuss ; dividirt man beide 
Verhältnisszahlen durch die erste, so verhält sich auch der Dresdener 
Fuss zum Turincr, wie l : ff^-J» ^- ^- ^^^^ Turiner Fuss ist |^}]mal 
(beinahe 2mal) «o gross ala der Dresdener. Folglich aina > 

25 T^. FuM— 25 HH~45^s<>7 I>re8d.Fnflt. 

Aufgraben. l)Wie viel betragen 10 UoEen Wiener ApotbekergewichtnM^ 
Benier Apotliekeigewicht? 

▲ufiosung. Da sich rerhSlf, Wiener Ünae : Bemer Unxa^ 

Vie: 57Ö0 : 4891» 

oder wie: •* 1» 
•0 sind 10 Wiener Unzen»- 11 Benier Unzen. 

2) 200 Pariser IToas, wie viel C5bier Fuss? 1275 Pariser Fom ^ 
14^0 Cölaer Fuss. 

4 Antwort. 225H- 

3) Wie Yiel Portugiesische Fass süid 100 Itesätehe Fosst FtvtagMMk« 

Fuss : Russische Fuss, wie 969 : 2386. 

Antwort. 246Hft Fortngieuadw Fnai. 

Ofc^meh die Werthe der verschiedenen Münzen vermöge de« 
ihnen enthaltenen reinen Metalls ein fest bestimmtes Verhältniss 
zu einander haben, so gicbt es doch mehrere durch Stants- und 
Handelspolitik bestimmte Gründe, welche diese Verlmitnisse wandel- 
bar machen, und den Münzen auf eine kurze Zeit, je nachdem sie 
gerade sehr oder wenig gesucht werden, bald einen grösseren, bald 
ei^en kleineren Werth beilegen, als sie wirklich haben. So kann 
man s. B. für men Lonisoor oftmals 1 bis 2 gGr. mehr erhalten, 
als ^ mer andern Zeit Piese Wandelbarkeit ist jedodi in enge 
Qfeamm empeMshlopsen; denn standen die Münzen lan^e unter dem 
Werth des m ihnen enthaltenen reinen Metels, so würde nuul'sie 
einschmelzen, ständen sie a^ber weit übe^ 'den Werth ihres innem 
Qaiialts und der Prägekosten, so würde man sie nicht annehmen. 

Hat man also Münzen eines Orts in die eines andern umzu- 
setzen, so muss man sich jedesmal nach dem zeitigen, von der 
Politik bestimmten und Öffentlich bekannt gemachten Cours (V er- 
hältniss) richten. Hier können nun aber Fälle vorkommen, wo 
das Verhältniss einer Münzsorte zu dem einer andern, auf weiche 
acstere reducirt werden so)V nicit^t geradezu, aondem durch ZwuoheiH 
wUtaisse gegeben ist, aas weldiem dann ersteres durch die so* 
genannte Kettenregel ^wiederholte Re^el de trH, leicht gefunden 
werden kann. £in eioaiges Beisidel wird ajir J&li^terang aokber 
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Kann man nämlich, vermittelst bekannter Verhältnisse, die 
Münzsorte eines Ortes, A, auf die eines zweiten Ortes, B, von B 
wieder auf C, von C auf D &c., reduciren, so kann man offenbar 
auch von dem ersten Orte A auf den letzten reduciren, indem man 
auch erst die Münzsorte des Ortes A in die des Ortes B umsetzt, 
den in B erhaltenen Betrag nach C, den in C erhaltenen Betras 
wieder nach D umsetzt &c., bis man, an dieser Kette fortgehend, 
zum letzten Orte gekommen ist. 

Aufsrabe. Wie viel Francs in Paris sind 100 Thlr. Preuss. Coor. werth, 
wenn folgender Goars angenommen wird: 

154 Thb. Preuss. Cour. — 300 Mrk. Banco Hamb. 
80 Mrk. Banco Hamb. — 71 fl. HoUänd. 

SS] fl. Holland. — 188 Franca Paris. 

Auflosung. Man setze die 100 Tlilr. Preuss. erst in Hamb Mrk. Bco. um. 
deute aber die deshalb vorzunehmende Multiplication und Division bloss an, um 
die Bechnungsvortheile benutzen zu köuneu, welche später hinzutretende Fae- 
toren geben. 

Da 154 Thlr. Preuss. — 300 Mrk. Bco., 
so nnd: 100 Thlr. Preuss. — 100 . Mrk. Bco. (| 62.) 

Die für 100 Thlr. PreuM. erhaltenen 100. Mrk. Bco. kann man nna 
in HolL fl. omsetzen, weil : 

80 Mrk. Bco. — 71 fl. Holl. 
80 sind: 100. Mrk. Bco. — lOO.^^'j'.^^ fl. HolL 

Um femer die für 100 Thlr. Preuss. oder lOO.f^^ Mrk. Bco. erhaltenes 
lOO.f^.fji fl. HoU. in Francs auszudrücken, hat man: 

' 88 j fl. Holl. » 188 Francs, 
mithin: lOO.fff.H fl. Holl — lOO-HMi -ISf 
Man hat alsot • 

lOOThk.PreoBS. — 10O.f{{ Mrk. Beo. — 100. f ff . H fl* *- 1^0. H-stf 
oder: 100 Thb. Preuss. « 100. f^f . Ii . ^ Francs. 

Diese Reduction würde ein Geübterer gleich aus dem oben aufgestellten 
Goars hinge«etst haben. Vollziehtman die angedeuteten Multipiicationen, indem 
man zuvor die gemeinschaftlichen Factoren im Zähler und Nenner gegen ein- 
ander aufhebt, so findet man: 

100 TUr. Preos«. Cour. « 366ff Franea. . 

Anmerkung. Wer alle Tage solche Reductionen machen mos«, der merke 
sich folgende mechanische Regel, deren Richtigkeit sich von selbst erklirt. 

KettenregeL Man stelle der leichtem Uebersicht wegen, und nm sich 
SU überzeugen, dass die Rette der Reductionssfitze keine Lücke hat, dieselben 
erst nach folgender Ordnung so unter einander, dass die Fragez&hl, deren Um- 
sati oder Wertb gesucht wird, rechts zu stehen kommt, dann jedes erste Glied 
der folgenden Sätze dem zweiten Gliede (wie es auch benannt sein möge) an 
Werth, dem zweiten Gliede des nächst vorhergehenden aber, an Benennung 
Tcdlkommen gleich ist, nämlich so : 
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• - Wie Tiel Fr. — 100 Thlr. Pir. 
•M: Pr. Thk. 154 — 300 Mark Beo. 
UaikBoo. 80 — 71IL BA 
i.Hb]L 88|-» 188 FV. 

wad dhridire alsdann datProductderreclits stehenden Zahlen durch das Prodnet 
der links stehenden, indem man savor die etwa gemeinschaftlichen Factorea 
u£ beiden Seiten gegen einander mAielit. 

Auch alle andere Aufgaben, welche auf den wiederholten Dreisats führen, 
kSimen nach der Kettenregel berechnet weiden Der Kettensats ist offenbar 
äim daiedbA. UefariMoa können eokslM weitiHUifigeBedaellMMi^ wi« dj8 foi^ 

BimtniKffilie in iSimtm mtan Thafl «tUiftmBebliiningeii pfle^ 
der amamoB Mann wohl die kunfininmiciim la neimgii, weil sie 
iO'oB im Handel und Wandel vorkommen. Allein jeder Mensdi 
■M handeln und wandeln, und alle nnoh denelben JE&egel de tri» 
die uns Gerechtigkeit lehrt, wie Seume eagt — Zuweilen wird aber 
der sonst leichte Sinn solcher alltäglichen Ifechnun gen durch fremde 
Wörter und Handwerksausdrücke verduokelt» wie x. B. die Wörter 
brutto, thara, netto, conto, pari &c. 

Von solchen und ähnlicnen Sachen muss man aber die Erklä- 
rung nicht in einem Lehrbuch der Mathematik, sondern gehörigen 
Orts im Wörterbuch enohen. — Kur ^ paar allgemein gebriaeli- 
liobe AiifldrQoke mögen hier noch ei^Utrt wetden: 

üm QM oder Silber za wegen, wird allmiidn die Colnische 
Mark als Gewichta-Einheit gebraucht. Zum Wägen des Silbers ist 
die Mark in 16 Loth, und 1 Loth in 18 Grän, zum Wägen des 
Goldes aber 1 Mark in 24 Karat, und 1 Karat in 12 Grän eingetheilt 
Gold und Silber heisst rein oder gediegen, wenn es keinen Zu- 
satz von anderm Metall enthält. Mit Zusatz aber heisst es grob. 
.Der Grad der Feinheit wird nach dem Gewicht angegeben, welches 
eine Mark grobes Silber oder Gold an reinem Metall enthält. So 
soll s. B. lOlöthiges Silber so viel heissen: dass eine Mark um 
ümmBSSb» nur i% L«di widdüdM £Slber, die «hrigen 6 Lodi 

von Kxmknt enthSli V<» 16-knätigem 
QMid befindet sich in einer Muk 16 Em* reines Gold nnd 8 Karat 
Zusatz. Hiemach versteht man auch, was 8-, 12-, 11-, 14-lÖthiges 
Silber, und 8-, 12-, 1 l-karätiges Gold heisst Mit einem Menschen, 
der 18-löthi^es Silber, oder 26-JEAxiUigiee Gold ÜBÜbietel» muss man 
■ich fl j*^ t^ ^fin^ ninlmiifln. 
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Zweiter TheiL 



Allgemeine Arithmetik. 

CEtoflsnaimte Algeibii«.) 



Par I'Atgtbre on vient partonk 



Zehntes Buch. 

Von den einfachen Gleichungen mit einer nnbekaimten 

Grösse. 

74 

Die meisten mathematischen Untersuchunojen, auf welche Gegen- 
ßtände sie auch Bezug haben mögen, führen in der Kegel auf 
Probleme, deren vollständige Lösung die Hülfe der Arithmetik in 
Anspruch nimmt, oft eine umfassende Kenntniss derselben und einen 
gewissen Grad mechanischer Gewandtheit darin verlangt Deshalb 
fordert auch, nicht allein xtia wiBseneduiftiiches , eondem schon 
pittolisohes Bedirfne», di« aritiiiBetiseliB WitseuMhaft uMh vid 
wdtar iHiKiibildeiv ab der joAiagümiiB» TMl ne endiiit Dlwer 
erste Theil enthült dgentUioh mr die Theorie des Zulil—yilnun, 
der daranf gi^ründeten eogenannten vier Speeles in ganzen und 
gebrochenen Zahlen, nnd der Regel de tri, ala eine der wnfWfthttfln 
practischen Anwendungen dieser Theorien. 

Im Grunde kommen freilich alle Rechnungen, wie verwickelt 
rie auch sein mögen, zuletzt doch auf die einfachen Operationen 
der vier Rechnungsarten zurück. Ehe man jedoch bei einer mathe- 
matischen Untersuchung die Sache bis zu diesem Ziele führen kann, 
müssen oftmals erst viele Folgerungen und Schlfisse f^eco^en und die 
ywt gin&ciieii Bedumngsarten auf mwmSgfiMlie Weiae mit dnander 
mbia i m mad trSadariiwt ^ntioL AmadMMmCHmdawwdBiiawch» 
. w..dia3e«üe und Schlüsse leicht übmklitlidi bawiiiiiBMi wa 
können, und um nieht in Weitläufigkeil m MMÜient flwiakmässig 
abkfirsende Zeichen und Kunstwörter nomwendig. Vor Allem 
müssen wir, dem Entwickelungsgan^ der Arithmetik folgend, zu- 
erst die sogenannten einfachen Gleichungen und deren Gebrauch 
rar Auflösung verwickekerer Angaben, als die, welche anf die 
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AhxiM Regel de tri f üliren, kennen lernen. Man merke nah (^ei*- 
halb db folgenden» swar sehr leichten, aber sehr wichtigen 8äize. 



» 

Wenn mehrere GrSssen äddirt, tmd von der Summe melveM 

«andere Grössen .anbtrahirt werden sollen, äo 4miul man diese zu 
machenden Bedmimgen knlrä dadurch andeuten, dass nmnrilmmtliche 
Grössen nach einander hinschreibt, vor jede der zu addirenden 
Grössen aber das + Zeichei^ nnd vor jede an aubtrahizende Grtoe 

das — Zeichen setzt. 

Sollen z. E. die Zahlen 9 und 12 addirt, und von ihrer Summe 
die Zahlen 5, 3 und 2 subtrahirt werden» so kann man diese 
Forderung so andeuten: 

nnd dieaet ans mehreren Tfaeilen beatekende OfWwwindHnwk Ist 
alflo nicht so zu verstehen, als ob 3 von 8 oder 8 von sabtraluit 

werden soll, sondern dass die Summe aller mit dem — Zeichen be- 
hafteten Theile von der Summe der Theile, welche das + Zeichen 
föhren, subtrahirt werden soll. 

Dies wohl bemerkt, kann auch eine andere beliebige Fo1<re 
der Theile eines mehrtheiligen Grössenausdrucks auf den Betrag 
desselben (insofern man ihn wirklich berechnen woDte) keinen 
Einfluss haben. Man schreibt indessen eine vieltheilige Grösse 
gewöhnlich so, dass ein Theil mit dem -f- Zeichen voransteht, indem 
^omm dann dieeee YOfanetahende +Zelclien (ala aioh von eelbet 
. ilmtabsnd)^ der länfocUimt wegen, wegläaat. Nur wenn m Thmü 
nil' dem — Zeichen yoransteht, daif diea Zetehien nicht felden. 
.Yontehenden Grössenausdmck kann mahaJao» ohne seinen wirküehMi 
B^iag (■•11) dadaioh tu veiändem» aneh ao adureibMit 

94-12— 5— 8 — 2 
, - . 124- 9— 3— 2 — 5 

9— 54-12— 2—8 . 
--64- 8— 34-18-^* 

7«. 

Inijedem irleltMigen QiCaeaiuiiaJiiml nennt nsn dfe IMk 
IPOn waehiedenen Vorzeichen entgegengesetzte Gitoen,'nBd 
smr die, welche mit dem 4- Zeichen behaftet sind»- kainiweg pmitiM ' 

ißtrecte) und die, welche das — Zeichen führen, negative (inverse) 
Grössen. Ebenso heissen die Zeichen 4- und — entgegengesetzti». 
Vorzeichen, und eins das umgekehrte des andern. Jedes Vor- 
aeiehen gehört immer zu dem Xheil, vor dem ea ateht 
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Will man den Betrag einer vieltlicnigeii GrSwe berodmeii, M 
ähd folpjende Fälle zu berücksichtigen: 

1) Alle Theile haben einerlei Vorzeichen (sind alle positiy 
oder alle negativ), alsdann addire man sie unmitteibarf uoa gebe 
des Summe dasselbe Vorzeicheo, So ist 2. B.S 

— 6 — 4 — 8«-— lt. 

2) Die Theile haben^ venchiedene Vorzeichen, aMan •nohe 
man me Samiiie der positive und ebenso die Siunme der negap 
dven, Jede beeondere» und til^e die kleinere Summe dnrch einen 
eben so grossen Theil der grdsseren, d. h. man siehe die kleinere 
Summe von der grosseren ab, und lasse dem Beet dasjenige Vof- 
Smcben, welches die grössere Summe hat 

Einen solchen Rest (der den Umständen nach positiv oder 
negativ sein kann) nennt man den Betrag, oder auch wohl alge- 
braische Summe der vieltheiligen Grösse. 

Wären die Summen der positiven und negativen Theile an 
Grosse gleich, so ist in diesem Fall der Betrag der vieltheiligen 
GhrSsseaKO, demi daa zwei znsammenffehörige gleiche, aber ent- 
gegengeeetfte Ghröseen adk tilgen, ist Klar. So iat a. B.I 



+5_6 — 0 

• — 54-12 — 2—8 — 11 

8 — 10 — 6 + 8 — 5. 
78. 

Zwei Grossenausdrücke von gleichem Betrage kann man in 
dieser Hinsicht einander gleich setzen, da z. B. 18 — 4 eben so 
viel iat, als 6 + 8 + 5» so schreibt man dies ao; 

18—4 — 6 + 3+5 

und nennt eine so angedeutete Oteiclihdt, wie adion § 16 ttldSrt, 
dna Gleiokong. Was rediter Hand dee GleidihdtiBeiohena ateh^ 
lieiaat & rechte, was linker Hand steht, die linke Seite, und 
dieefamteen Theile die Glieder dieser Seiten. So ist z. B. +5 
das dritte Glied der reehten md —4 daa sweita Glied der 
Kiikeii Seite. 
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Wenn man Ton der einen Seite einer Gleielrang ein oder auch 
mehrere Glieder mit umgekehrtem Vorzeichen auf die andere 
Seite setzt, so erhalt man wieder eine liohtige Gleichung. So * 
folgt 2, B. au0 der Gleichung: 

18— 4— «-f-S-i-ß .......•.(!) 

indem nuai dt« smte Glied der finken Seite (—4) aut waaftHukm» 
tem Zei<äieik auf die leohte setst» die folgend» swMte Gleinhimgt 

18«=6-f-3 -1-5 + 4 (0 

Die allgemdne Richtigkeit dieses leichten, aber wichtigen Satzes 
folgt immittelbar aus dem Satze: „Gleiches zu (von) Gleichem, giebt 
Gleiches" (§ 18). Auf beiden Seiten der Gleichung (1) ist der 
Betrag 14. Fügt man auf beiden Seiten 4-4 hinzu, so muss man 
offenbar wieder Gleiches erhalten; auf der linken iSeite stände dann 
aber 18 — 4 -j- 4 oder nur 18, weil hier zwei gleiche entgegengesetzte 
Grössen ndi tilgen and weggelassen werden können ( — 4 + 4» 0)r 

Kurzum y indem man ein Glied joh der <nnen Seite einer 
Gleiehung mit umgekehrtem Zeichen anf die andere Seite eetxt». 
geschieht ganz dasselbe, als wenn man dieses Glied zuvor mil 
nrngekehrtm Zeiohen ai^ beiden Seiten hinzugefügt hätte. 

Setzen wir aus der zweiten Gleichung 18==6-|-3-|-5-f-4 die 
beiden ersten Glieder der rechten Seite mit umgekehrtem Zeichen 
auf die linke» so kommt die nothwendig richtige Gleichung: 

18—6—3—5+4 .,(•) 

indem daduroh ^e Gleichung (2) ganz dieselbe Umformung erlitten, 
als wenn man auf bdden Seiten— 8 md —8 hinzugef ügt, und dam 
reohter Huid die sidi tilgenden Grössen weggelassen hätte. Auf 
beiden Sdten ist der Betrag jetzt «9. 

Veisetzen wir noch das mte Glied der Imken Seite auf dk 
andeiey so lolgi ans (8): 

—9—8—5+4—18 («) 

hier ist der nach § 77 gehörig zusanuneogerechnete Betrag (a]geb& 
Summe) auf beiden Seiten« — 9. 

Aus (4^ folgt noch, indem man die beiden Glieder der linken 
Seite auf die rechte setzt: 

0— 5 + 4— 18 -h 8+8 (•) 

T^enn man alle Vorzeichen in ttner Gleichung umkefirl^ m 
eriiSk man wieder eine lichtigiB Qleiohnngt So folgt s. K anat 

18—4—6 + 3 + 5 (•) 

indem man alle + in — und alle — in + wwandelts 
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^enn In beiden Gleidumgeu müssen die Bctrige, sowohl linken 
als der rechten Seite, an Grösse gleich, aber entgegttigefletxt sein. 
Iq der sechsten Gleichung ist die (algebr.^ Summe auf bttdenS^Ma 
14» in der aiebenten — 14. (| 77.) 

80. 

Weil bei allen Umformungen einer Gleichung die Beträge auf 
beiden Seiten immer einander gleich bleiben müssen, so ist auch 
klar, dass wenn man eine Gleichung auf ein bestimmtes Glied r e d u- 
cirt (d. h. die Gleichmig durch Versetzen der Glieder so umformt, 
daaf dieses bestimmte Glied auf einer Seite ganz allein zu fitehen 
kommt^ dann auch der Betrag der andern Sdte diesem alldnateheii» 
dm GHiede an Oftoe and Yoneichen voUkommen glttch mm mnai. 
— = 5- f. B. die Gleichnng: 



e+ft— s— 10 — 2 



auf das Glied + 5» indem man die beiden damit verbundenen OB** 
der -H^ md — I auf die eadora Seile aetst» ao kommti 



und der Betrag der 
+ & aein. (f 79.) 



5—10 — 2 — 6-1-3 (i) 

dieaer Gldchung muas notbwen^ 

8L 

Wäre demnach in einer Gleichung, z. B. in der vorstehenden 
(l) ein Glied unbekannt, an dessen l^elle ein beliebiges Zeichen 
ale Sielbvtnter gesetzt, nad mm. veilangt: den Wevth fo» s 
m f>eilimmi>i% welcher der Gldcfanng: 

^ . . . , e+x— 3«io— ? (t) 

■"Oenftf^e leistet, d h. oneZhUanmigebeny weidie statt zgesetik 

(substituirt), die Bedingung der Gleicfamig' erfttttt»' vermöge, 
, wekduar die Beträge auf beiden leiten gleich sein müssen, so können 
wir diese unbekannte Grösse x sehr leicht finden, indem wir die 
Gleifihung (i) auf x xedudren. Aua (1) folgt nfimüoh ({ 80): 

(I 77)» 

82. 

Um OhMrang nnfloiLeA Jieifati den Werth einer b ihr 
nuhekaiMiten Grtae beatimmen, nnd diea geeehieht 
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allemal dadurch, indem man sie auf die unbekannte Grösse reduclrt 
Die unbekannte Grosse kann nun aber auf verschiedene Weise mit 
bekannten verbunden sein, und diese verschiedenen Fälle müssen 
wir erst einzeln durchnehmen und durch leichte Beispiele erläutern, 
bevor wir die Anwendung der Gleichungen zur Auflösung alge- 
braischer Aufgaben zeigen können. 

83. 

Erster Fall. Wenn die unbekannte Grosse nur in einem 
Gliede der Gleichung vorkommt, jedoch mit einem Factor (Coef- 
ficient) behaftet ist. 

Alsdann reducire man die Gleichung erst auf daa unbekannte 
Glied, ziehe dann die auf einerlei Seite stehenden bekannten Glie- 
der in eins (algebr. Summe) zusammen, und dividire hierauf durch 
den Coefficienten (Factor) der unbekannten Grösse. 

Angenommen, in der Gleichung 4 -|- 7 • 8 = 60 sei die Zahl 8 
unbekannt, an deren Stelle das Zeichen x gesetzt und nun verlangt, 
den Werth von x zu finden, welcher der Gleichung 

4 + 7x — 60 

Genfige leistet 

So hat man zuerst: 

7x— 60— 4 

oder zusammengezogen: 

7x — 56 

folglich X — 8 

denn wenn das Siebenfache einer unbekannten Grosse 56 ist (7x«B56)t 
so ist offenbar die Grösse selbst y » 8. 

Anmerkiing. Statt 7 'x schreibt man kürxer 7x, weil hier die 
Weglassonff des von selbst verstandenen Multiplioationszeiohens 
keinen Irrtnom veranlassen kann. 

Aufgabe. Wenn man von dem Sechsfachen einer gewissen 
Zahl 5 subtrahirt, so konunt 14. Was ist dies für eine Zahl? 

Auflösung. Bezeichnen wir die fragliche unbekannte Zahl vor- 
läufig mit X, also das Sechsfache mit 6x, so können wir die Be- 
dingung der Aufgabe durch folgende Gleiohimgi 

6x— 5 — 14 

ausdrfidcen» und ans dieser folgt nun: 

6x— 14 + 5 
6x— 19 



Digitized by Googl 



69 

• 84 

Zweiter Fall. Wenn die unbekannte Grösse nur in einem 

Gliede der Gleichung vorkommt, aber mit einem Divisor behaftet ist 

In diesem Fall reduclre man die Gleichung wieder auf dieses unbe- 

Imiiite Glied 9 und multiplicire dann beiderseits mit dem Divisor. 

8els. B. In der Gleielmnjg V +4—7 dl« ISuabekairnft, 
I 1_* — j j«. Qjjjjimiigi 



ttof di« anbekaiiiito Gftoe z sa rednoSrco» so hat mau bknuix 

X— 18 

imm wnm te Mclttto IMl tob oner Grtae 8 Iii ^•^»8^» 90 

muss die Grösse selbst ofienbar~6*3»18 sein. 

Aufj^abe. Wenn man einen gewissen Bruch durch 5 dividir^ 
mm Qao^wnlWi } mtb^ninxt, ao kanuni Welcher isi'e? 

AxMmng, Die faider Angabe In Werten ■mgadritokten Be» 

dingungen und zu machenden Bedmungen fuhren, wenn man d i aa ea 
Alka Toriiufig dniok Zeioben andeutel» auf die Okkshmigt 

hiewue folgt! y- i+l 

85. 

Dritter Fall. Wenn die unbekannte Grösse nur in ^nem 
Gliede vorkommt, aber mit einem Factor und Divisor zugleich 
behaflet ist. Alsdann rcducire man die Gleichung erst auf das 
unbekannte Glied, und dividire den Betrag auf der andern Seite 
durch den BruchcoefScienten , d. h. multiplicire mit dem Divisor 
und dividire durob den Factor (J 47), so hut man 
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Sei s. B. In 6+^— U ttitt 10 das Zdobeo x geatzt imd 

4er Werth deofielben auB der Gleiohiiiigs 



und folgüch: z»B8*f 
X— 10 

denn wenn | von einer Grosse 8 ist (f xh8X so ist offenbar die 
Qröate selbtt mb^'S^bIO. Man kann aber anoh to ■chlicNon: 

Wenn der 5te Thiil yfm 8 kl ^^«bS^, eo anie oAnlier 
4z— 8-5 und mithin x— 7^ m^- 

Aufgabe. Es giebt eine gewisse Zahl: wenn man sie mit 7 
mnltiplicirt, darauf das Product durch 9 dividiit, und zum Qwotienteii 
f addirty «o kemmt -/^ Welche iat mi 

Auüdsong. IJebereetzen wir die in Worten ausgedrfiokte AaS^ 
gäbe m d ie e%db R Z ikh ena pr egi b e» ae Maa längende fli^^H*-^ 

hieraus folgt: 

Vierter FalL Wenn die unbekannte Grosse in mehreren 
GBedrarn einer Gleichung Torkonamt. 

Um in dieaem Fall daa Bekannte von dem Unbekannten an 
trennen^ bringe man erst afle unbekannten Glieder auf die eine 
(linke) und aüe bekannten auf die andere (rechte) Seite»* siehe 

♦Gewöhnlich stellt man die unbekannten Glieder auf die linke Seite, indem 
im Fall ihre algebr. Saxome negaüT ist, die Yoneiohen amkehrl (§ 39^ 
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teuf £e fink« Seite in m Gfie^l «ntiDinen xmä elten eo #t 

Mhte, dann ist dieser Fall auf den dritteB mrllol[gefiihit. 

Seiz. B. in der Gleichung 4 + 3 5^49 — 4 5— f d die 2SaU 
5 unbekannt, und die Aufgabe gegeben: den Werth von z sa fin- 
den« welcher folgender Gleichungs 

Genüge leietot» eo folst aus &eer QkielMiiig, indem mm die Mp 
tei imbekannten Glieder der moltfen Sdte mit umgekehrtem Vor» 
zeichen auf die linke Seite» nnd eben eo das bekimnte Glied der 
Unken Seite anf die rechte seist: 

äs+4z+ax«-i49-- 4 
•z— 4( 
z— ft 

dass eine GrSsse (x) 3mal nnd 4mal und 2mal genommov thea 
so viel ist, als dieselbe 9mal genommen, ist klar. 

Aufgabe. Was für eine Zahl ist es, die mit 10 multiplksirV 
dasselbe Resultat giebt, als wenn man 10 su ihr addirt? 

Auflösung. Sei x die Zahl» io soll lO'z eben io viel eei% 
•1b z 4- 10» daher die Gleichongs 

10z— z+ld 
kianni folgt: 10z«— z«« 10 

•z^lO 

z-if ; 

Fünfter Fall Wenn die nnbekaanle GMsse nit bekannten 
verbunden in Klammem steht In diesem Fall löst man erst die 

Klammem dadurch ani^ indem man jeden inneriialb derselben stehen- 
den Theil mit dem ausserhalb stehenden Factor multiplicirt 

Setzt man in der Gleichuno; 6 • 4 » 9 +3 ■ 5, statt der eintheiligen 
Factoren 4 und 5 die zweitheiligen 7 — 3 und 12 — 7, welche dann 
aber (nach § 19) in Klammem gesetzt werden müssen» so kann 
man diese Gleichung auch so scnreiben: 

6(7--8)*0+d(12— 7) 

liigimnminiin wma^ die in Klammem atebende ZaU 7 Mi nn- 
bekannt» und die Frage vw^sl^t v^oher Waith von z Imatet 
iblnender Gleielmmrs 

• e(s_s)— 9+8(n~z) (i) 

Genflg«. 

Um die unbekannte Grösse x von den Klammem zu befreien, 
losen wir dieselben dadurch auf» indem man (nach § 19) jeden 
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fmmmahaith gieheiiden Thttl nut dem aasserhalb Btehenden Faaiof ^ 
nmltqplidrt; to £(4g^ m wteheade r Qleiohiiiig menti 

6x— 18— Sx (s) 

und hieniiii: 6z+3xe9-|-36+i8 

9x^63 
X— 7 

88. 

Bei dieser Klammerauflösung muss man besonders noch auf 
den Fall achten, wo das mit einer Klammer behaftete Glied ein 
— Zeichen vor sich hat In diesem Falle müssen nämlich die ein- 
zelnen Producte immer das umgekehrte Vorzeichen Ton den einge- 
klammertm Thailen erhalten* 

Sd Jb K fi4gvid« Oleiohmig: 

•(x~8)— 8(12— x)— 9 (») 

•of X sn ndooiieDf io Iblgt hiennss 

6x— 18 — 36-h3x«-9 (4) 

6x4- 3x==:9-|- 184-88 
9z»63 
X— 7 

üm eittzaMhen, dass bei der KUunmerauflSsnng der Glekhnng 
(8) — 3mal 4- 12-a — 36 und — Smel— x— 4-3z sein mius» denke 
man sich das Glied — 3 (12 — x) erst mit lungekehrtem Vorzeieheil 
auf die andere Seite gesetzt (wie in Gleichung 1), dann die Klammer 
aufgelöst, was auf die Gleichung (2) führt, dann das rechter Hand 
aus 4" 3 ( 1 2 — x) erhaltene Product 36 — 3x mit umgekehrtem Zeichen 
wieder auf die linke Seite gesetzt, was auf die Gleichung (4), also 
ganz auf dasselbe führt, als wenn man, um — 3(12 — x) m (3) von 
den Klammem zu befreien, nach der angegebenen Kegel verlährt. 
Diese noih hier von aelbst ergebende allgemeine Eegd kann man 
anoh ao aimprecfaen: bei der Moldplicadon sweier Faotoren geben 
allemal gleiohe Zeichen plus, ungleiche Zeiehen mbmt^ 
(YttgL Seite 96 und 97, Band^Anmerimug.) 

▲nflgabe. Es giebt eine gewisse Zahl, wenn man 6 von ihr 
•obtiahirty den Best mit 5 multipliinrt, und dieses Prodnct wieder 
ynm 18 aublniinrt, eo kmuntNolL Wie ladet man diaee Zaklf 



Aufl2aung. DeiHen wir die gesuchte Zahl durch x an, so be- 
seichnet z — 6 den ersten Rest, imd 5 (x — 6) die Multiplication 
desselben mit 5. Dass dieses Product wieder von 10 subtrahirt 
werden soll, bt durch 10 — 5 (x — 6) angedeutet, und da dieser 
ABadmiik «^O sein soll, «0 hat man die Gleichui^x 



Oigitized by Coogl 



« / 



78 



10 — 5(x — 6)==0 (i) 

faieraiM: 10— 6z + d0— 0 (i) 

— 5x»— SO— 10 (i) 

—5x1^-40 0) 

Voneichen umgekehri (§ 79), kommt: 

Statt in (4) die Vorzeichen umzukehren, hätte man auch das un- 
bekannte Glied in (2) auf die andere Seite bringen, oder auch mit 
~5 in —40 dividiran kSniMii» imdeni mu dieser Qleiolmng (i) 
sowoUy eis eneh ens der ywAm eii%SBt«lIfeB Mri^Kfleiio a tre g sl 
tnUM von selbst euch die gleichlautende all^meine Diviaionsregel 
BiriweiZelilea voiibeliebigttiiyorseieheii folg^ nimliob: gleiche 

Zeichen geben plas, ungleiche minus ($ 

89. 

Schliesslich wollen wir noch den Fall betrachten, wenn die 
anbekannte Grösse in mehreren Gliedern mit einemDivisor (Nennei^ 
behaftet ist Sei in der Gleichung: 

der ViMtor 24 nnbekannt, dalQr z gesetil and dieses z imm folgen- 
te Gleichung za finden: 

a«+^-«-4o-^ + ^ (.) 

SO hat man zuent» nach Ikennimg des Bekannten ¥oni Unbe- 
kannten (§ 86)c 

to+y+y-Y— 40+22 (i) 

Jetzt die Coeffioienten von z^ zusammeogereehnet, indsBmMi 

die Brüche 1» — 4 auf einerlei Nenner bringL SO koBDnti (da 

8A*-W 

12 

z-^24 

Statt aber, wie Wer bei Gleichung (2) geschehen, die Bnich- 
coefficienten zu addiren, pflegt man gewöhnhch nur die bekannten 
Glieder in iäns msammen ;jca siehei^ nimüdii 
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«üd dann' die Br&oh« dadurofa fwfgmehdlbn, indem man onmo 

Gleioliimg, d. h. auf beiden Seiten mit dem kleinsten nll^e* 

meinen l^enn er mulüpHoiitt und dabei Immer denflSgeMigtea . 
BeebnnngSTortheil benutzt 

Multiplicirt man also obige Gleichung (3) mit 12, so mfissen 

alle Nenner 6, 3, 4 weg£iüien» weil sie in 12 ohne Seit «ithftUwi 

aind. £s ist münliob* 

12*2s+t2*yH-lS*y— S2*^—62*ll 

•deri^Mneri (m f 22.) 

. 24z + 14z + te— 1 5s«-$2 • 12 

81z— 62*12 
6212 

z«-24 

' Aufgabe. Man eoeht dne Zahl von der Bescbaffenheit, daas 
wenn i derselben von f deraelben anbtrahifi wird, die Zahl t4 
«brig Uäbi? 

Ait«ji«pty Sei X die ZaU» ao giefal die Bedii^nng der Auf- 
fabe folgende Gleieiiung: 

■ 

hieraus (auf beiden Seiten mit 4*5 moltiplidri): 

15z— az— 28a 

7z— 28b 
z— 40 

Aufgabe. Man sucht eine Zahl von der Beschaffenheit, daas 
wenn man von dem SecbsfiwJien denelben 15> tobtrahirt, den Best 
mil.4 mnltipKcirt und dna Ptodnot wieder von dem Aohtfiieben der 
tmMim2M anbtmfaiic» die Zahl 12 fibiig UeibL 

Auflösung. Die fraglicheZahl, wenn siemöglichistyheiaseZyaoiatJ 

8x— t(6x— 15)-=t2 

UmM (anf beiden Seiten mit S nnltipliQirt)t 

4az— 4(6z— 15)— 
40z— 24K+00— 80 
16z— 0 
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Elftes Buch. 

Anwendung' der Gleichungen. — Auflösung sogenannter 



Die algebriuschen Aufgaben and so manm^faltiger Art, dass eie 
sich nicht, wie die der speciellen ArithmetiK, classificiren lassen. 
Nicht allein mit den bekannten, sondern auch mit der noch unbe- 
kannten Grösse, für welche man Torläufig ir^nd ein beliebiges 
Zeichen (gewöhnlich einen der letzten Bucnstaben des Alphabets» 
X, 7, z, t &c.) als Stellvertreter setzt, müssen arithmetische 
Opwritfoa» fory mwiw hwImh imlohe wuai jedocii bei letittm^ 
«ben weil m Bodh imbelnBiit ist» nur mdci^i kwui.^ 

Allgemeine AuflÖsungs-fiegeln lassen sich hier nicht gebea» 
Man Clues bei jeder besomlem Au%abe durch lubiges NaohflenWn 
und Ueberlegen den Sinn derselben aufzufassen, durch richtige 
Schlüsse, die in der Aufgabe durch Worte ausgedrückten Forderungen 
und Bedingungen, in die algebraische Zeichensprache übersetzen, 
in Gleichungen zu kleiden suchen, nämlich: die bekannten und 
unbekannten Grössen so mit einander verbinden oder zwei solche 
Zusammenfassungen treffen, dass man, der Bedingung der Angabe 
gemäss, die eint d«r andern als gegenüber ttdlflii kuk 

Hai man eiet ^ Gl^hnng cwisäien den bekannlea nad im* 
bekannten Qrfiasen gefimden, so ist es leicht, daraus die unbe- 
kanoie Grosse nach den Regeln des vorhergehenden Capitels an 
finden. — Was aber die Auffindung der Gleichung anbelangt, so 
ist dieses Sache der reinen Vemunn und des Scharfsinns. Beides 
kann nicht gelehrt, durch fleissige Uebung aber entwickelt werden. 

Hier, so wie überhaupt bei allen Anwendungen der Mathematik, 
ist der Mathematiker sich immer selbst überlassen. Selbst muss er 
auf die Büiidi^keit seiner Schlüsse achten, und das Wahre yom 
Falaehen mitefaofaddfln. Fib Anfanser, wddie noch niobt an dep 
Qebrauob ihrer eignen Eiftft^ an Sdbetdenken nnd Selbeteifindn 
gewöhnt sind, hat dies Anfangs grosse Schwierigkeit; doch muat 
man nob niobt ^eich abschrecken lassen» Uebung und behanüeh«r 
Fleiss geben mi schnellen Auffassen, richdffen Urtheilen und 
Snhl|enan anletal eine gewisse Fertigfcailt waSobe den Oehrenib 
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der eigenen Kräfle nicht allein erleichtert, sondern anch 
Bedürmiss und Vergnügen macht Uebrigene beherzige man ja, 
dass €8 in keiner mssenBchaft auf die Men^e von Beispielen und. 
unvefdanten Begnüg ankommt ISne einage Aufgabe fgMng' 
iltirchdaohty etiien einzigen riditigen Sehluss allein gemaohl sa > 
haben, hat weit mehr Nutsen, als tausend, die in derselben Zeit» 
aber durch Hfilfo gemaohl wotden. Um zuerst auf den Weg SB 
helfen und tu zeigen, wie man die Sache angrei&n mnss, lassen 
wir hier einige rem algebraische Aufgaben mit beigefiigten Auf- 
lösungen folgen. Der Anfänorer wird wolil thun, sie zweimal durch-^ 
zugehen, und zwar das zweite Mal ohne die gegebenen Auflösungen 
zu benutzen. Eigentlich besteht die ganze Matliematik aus Auf- 
gaben. Die sogenannten algebraischen sind aber die leichtesten, 
weQ dt keine oaohhenntiiiae, sondern bkee richtiget üriheil und 
SeharfriBn fordeni. Sie dnd eigens für Anfanger gemacht and 
«üft durchaus erforderlich, sich einige Zeit allem duin zu üben." 
'^^r gar keine algebraische Aufgabe lösen kann, wird alles Fol-^ 
gende schwer find» und keiiie iwohe FortBohiitte in der Ma^fae^ 



1 Anllsabe. Es gidilehe gewisse ZaU v<on der BttehalRRilieit, dais daa 

Zweifache and Dreifache derselben ziuammenaddirt, gans dasselbe giebt, als 
wenn man das 8iebeD£ache der Zahl Ton S6 sabtrahirt Welche Zahl iat es? 

AnflSaunff. Deutet man die zu findende Zahl vorläafig durch x an, mithin 
das Zweifache derselben durch 2z, das Dreifache durch 3x und das SiebenfMhe 
durch 7x, so bedeutet 2xHrdx die Summe des Zweifachen and Dreifachen, 
«od ae«— 7z die erwfibnte Differeaa. Nun muss. laut Bedingung der Aufgabe, 
die gesuchte Grösse x in den ersten Ausdruck 2x-f3x substituirt, dasselbe 
geben, als wenn sie in den zweiten Ausdruck 36 — 7x sabstifcuirt wird, mithia 
moBS rolgeude Gleichung Statt finden : 

2x + 3x— 36— 7x 

12x— 36 
folglich: x>— 3 

Als Probe der richti^n Eechnung muss die gefoadeoa Zahl 3 in ol^ga 
Gleichung, statt z iubstituirt, derselben Genüge leisten. • 

8. AnfiKabe. Es giebt eine Zahl, welche mit 10 moltiplicirt, daaeelbe giebt, 
Dan 8 an flv atfirC» irMa 



Auflösung. Die Zahl heisse x, so giebt die Bedingung der Aufgabe fol- 
|;enda Qlddinag: 
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98. 



8. Aufgabe. Did Penaoci^ A, B, C, sollen 36 lUr. dervestalt unter sidi 
theileu , dass U zweimal ao vul A, uüd 0 Mmtl M m ■!■ B eiblÜ 
Wie viel bekoauml jador? 

AiriBfcWMH'. M B du, WM AetUat io€Ailt]lSi«Bd Oli^ «od di 

X+2X+6Z-36 
odor: 9z— M 



B, 9s— 8 



94 

4. Aufii^be. Vier Penonoi, A, B, C, D, mMm 100 Thlr. so unter lieh 
ÜMllen, das« die TMto Ml wto die Mdm i, 0, 4 TttiMlta. Wm vkl 
Mkommf jeder? 

AuflSsoac. Was A erhilt, lieisae x, so muw, da sieb die Theile wie 8| 
6, 8, 4, oder was dasselbe ist, wie 1, & |t | TerluOtoi (| 0»), B |z, C|bl 
luid D Ix. erhalten, mithin iitx 

. . . . » « 

I — 

20Z—300 

z— il5, für A 
|x-25, „ B 
|Z— 40, n 0 
|S— 20, » D 



95. 



8. Anfj^abe. Ein YennSgen Ton 6000 TMr. loll unter drei Penonen, 
B, 0, 10 Tertfaeilt werden, dass B dreimal so viel als A, weniger 200Tnlr.t 
C aberrieroMÜ so fiel nk B» «»I «OHeMliM iMfh )00 llik. «>hill{ wie Bflit 
getiieiU werden? 

- ' Alditeimr A eriialto s» eo eAUt B 3i-»200 und 0 4(iz— 10O)4-a0O| 
ftlilUlMilBediigBng: . ' 

»•fte—Ma-fddz— S044>S0t— tOOi 
, . s-flx-l-lSi- 800— 0000 : 

lOx— 8808 



Mithin moM A 42» Thlr^ B 1075 Thlr. und 0 4500 Thhr. erhalten. 
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6. Aufgabe Eine Griechin ging in den Temp«! des Jupiter und bat nm 
die Verdoppelung ihresGeldcs. Jupiter thates. und sie opferte aus Dankbarkeit 
2 Obolen. Mit dem Beate begab aie «ich in den Temp« des Apollo, and h«t 
mm die Verdappeitinsr dieses MfeML Aneh Iiier wnrde une Bitte eriiSrl mnä sie 
opferte aus Dankbarkeit 4 Obolen. Als die Griechin mmiirQaldiilKhalLhlen 
woUte^ fand sis^ der VerdoppebiBguigeMhte^ aUee wcgneben; iii»«UkUt» 
sie anfangs? 

Auflösung. Ihr anfSngjttches Geld sei — z, so ist 2x das Doppelte and 
naehdem sie S daron geoptet iMtte, blieb ihr noch 2x— 2. "Dkum Best vtird^ 
durch Apollo yerdoppe«, «b: 2 <2z— -2)} hievon 4 geopfert, Uieb ihrnoeb 
. i (2s--2)-->4| ind da iie ann alles wegcpQgeben haben aeU| so oi^ 

l(2x — 2) — 4=-0 
4s^4— 4— 0 
4x^8 
also: X"-i2 

97. 

7. Aufgabe. Die Zahl 100 in zwei solche Theile sa tb eilen, dass, wenn 
man den grössten Theil durch 6 und den kleinsten durch 4 dividirt, in beiden 
raiengleidwQiMtiwIeBkoiBinMi. Welehee sind die IMIe? 

Aiifloaung. Es scheinen hier zwei Zahlen unbekannt su sein. Hat man 
aber die eine, so erg^ebt sich die andere von selbst, indem man erstere von tOft 
abzieht. Bezeichnet man also die eine unbekannte Zahl, z. B die grösste, vor- 
- läufig mit X, so kann man die andere, ohne dafür ein neues Zeichen nöthig zu 
haben, dmk 10d«-x andeMtea. Da mm xd»^ 6 difidirt, laoft Bedingung 
Aufgftbe, db«n so viel geben soll, als IM* z dnrab 4 diiMli^ 

X lOO — x 



6 4 

WiiHpHehrt lit 12 kämmt: 2x— 3(100— CISft) 

2z— 300— te 
6x«300 
z— 60 

MttUft iel s«»60 4m eina^ und I00~z— 100— IG— 40 d« «ideKa Heil» 

98. 

8. Aufgabe. Die Zahl 100 in zwei solche Theile zu theilen^ dass, wenn 
der eine dorcb 5» der andere daieh 3 dividirt und dann die Qaedtent^n addirt 
die SuBM dendbett 24 beträgt. 



, AvIUSatuig. Sei x der eine und £oi|gUcb 100— s der anden XbeU» ee 
■Bült kwtBedingnng der Au%abe, sein; 



3 

— USpBiirt mit »,5 kommt; 3x-i- 500— fix— S60 

— >az«i— 140 

s^io (•Ttm.aS.) 
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Avili^b«. Jemand wurde uBa sein Alter ^efra^^ md er antwofftdi^ 

wenn ich so viele Jahi-e über luü hinauskäme, als mir jetzt daran feUsi^ 
würde ich gerade mal so alt werden, als ich jetzt bin; wie alt ist er? 

Auflösung. Sei x das jetzige Alter, so deutet 100 — x die Jahre an, die 
Boch au 100 fehlen; hätte er diese Jahre über luo, so würde er 100<f-(10u— z) 
Jakn all MiiK ind daBim diti duDoppd^ 
«Iz MiB mI^ fo Im* flMHit 

•z—100 

loa 

10. Aufgabe. Pvthagoras wnrde gefragt, wie viel Schüler er liabe. Er 
antwortete auf folgenoe räthselhaft klingende Weise : die Hälfte studirt Philo- 
aophiei der dritte Theil Mathematik, die übrigen, welebe neh noch im StiÜ- 
•eoweigen fShm, MUBmt den drii Bekülem, wwche abin jetit angenonunea 
(also vorhin nicht mitgerechnet) habe, machen den Tiertea Heil derjeiyilfM 
Schüler, welche Phikaophie und Mathematik atodixaiy wia vial Schüler warea 
anfangs da? 

Auflösung. Die Anzahl heisse x,so studirt^ Philosophieand^ Mathematik; 
sabtrahirt man nun ix + i x (— « ^), von so bleiben noch z — *x«i- J , welche 
eich im Stillschweigen üben, uud da nun diese sammt den 3 hinzugekommenen 
(nämlich ^ + 3) den vierten Theil von denen, welche Philosoj^hie undMathonatik 
atudiren, machen aellen, nämlich ^ von ^ ao hat man: 

J+3-Ml 
»71 



lOL 

IL Anfgaba» Sin Ifanermami kann eine Haner in € Tmob «dfOhren, 
an anderer kann es in di«i Tagen. Im via fiai Zeit wwdan oaida^ rugliiiTh 
arbeitend, daout fertig? 

AuflSsung. Der Mauermann, der in 6 Tagen die ganze Mauer auffuhrt, 
laacht in einem Tage ^ d 
^ beUa attanSi ii 
Zeit, welcha bdda an 
wumtmAZ 

Az-i 

z— 3 

102. 

lt. Avlkab«» Bm Waaeerhebemaschme kana aia Land in 80 Tagen enl- 
«toam, aina aadtrakami diai ia 4» Tagen, einadrittataaMkftnnr SOTageu 




I 
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▲ufiSaimg. HtB Mtze die Menge des Wassers — 1 ; da nun die eaetibb Ifft- 
bt dies in SOTtigen hebt, so hebt sie an einem Tage desselben, ebeato^ 
Kwätt»^, die dritte alle dreihtbin da» im 1^ A'f A ' f rff »— ^ 
«nd in z Ti^ea t^.z» folglich: 

103. 

18. Aufgabe. Ein Vater wollte seinen Kindern Aepfel schenken. Um 
Jedem 5 Stück geben lu können, hätte er 2 Stück mehr lutoeii mÜMen: er gab 
«mntf Mm CflMdt imd beliieU BoehSSlÖoktt^^ 'WIt viil Kinte mid 

AuflaSung. Die Aufgabe scheint iwei unbekannte QrSssen zu enthalten, 
die eine ist aber schon durch die andere gegeben. Sei nämlich die Anzahl der 
Rinderst x. Soll jedes 5 Aepfel haben, so fehlen 2« mithin stellt der Aosdruck: 
6x — 2 die Ansahl der Aepfel dar; bekommt ladet Kind 4 AepfeL so bleiben 
3 übrig, folglich steUft mmH te AiiMbnMk te+i die AÜridTte A«pfiBl äm^ 
mnd man hat alaoi 

ilM 5 Kliidert und 8.5— 2«i4.S<f S— 21 AipM itk 



104. 

14. Aufgabe. In einer G^ellscha^ befanden sich anfangs dreimal so tUA 
Männer als Frauen, später aber, als 8 Männer mit ihren Fnuien weggegangen 
«■ren, bUebea noeh ffaiteal lo w Ifl^HMr ab AiMi jviek. vm vkl 
~ Fnuen msen anfiMn da? 



▲uflfiBung. Man setze die anfängliche Zahl der Franen^z nndllllhbl 
die der Männer —.Ix. Nachdem 8 Männer und 8 Frauen weggegangen waren, 
blieben noch x — 8 FrSAen nnd 3x — 8 Männer auröck, und da die Anaahi der 
lliHM jeM flateal M gnMi MiA aoO, ao hl* BM 

fmäz z—18 
MA#idb 18 An» «ad f 48 IOmt 4i» 

105. 

16. Aufgabe. Ein Bedienter, welcher sum IShrlichen Lohn 45 TUr. und 
d« Kleid «yelVforderte nach 7 Monaten seinen Abschied und bekam för diese 
gaitaawf dem Kldda noab 2af!nilr. lOSgr. WfoboehwaidadMKleid gereduMtf 

AvMmmg, Betse den 'Wmik dee Kleidea in TUr. ausgedfialEl—z, ao 

484-z 

beträgt der ganae jährliche Lohn 45 +z, midiin der Lohn für 1 Monat — r^-^ 

und für 7 Monate= 7^ (45 +x), dies muss so Tie! betn^;ea alt 22 TUr. iO fi|gr. 
und X, der Werth des Kleides Mithinist: 

22S+x-t^(45+a) ' 
288+12z»3ift+7S 




Oigitized by Coog[< 



« 



81 



106l 



16. Aufgabe. Ein Meister nimmt einen Gesellen an, und Tersprieht ilmi 
jeden Tag. den er bei ihm arbeitet. 10 Sgr. Arbeitet er aber nicht, so moss er 
dem Meister G Sgr. für die Kost zanlen. Nach BuTaeen halten sieAbrechnung 
nid6ilbid0ttie&,daiskeiiiiBrdflm aodemeCvM idiüdi UnftvielTage 



AuflSsTmg. Seien x die Tage, wo er gearbeitet, und mithin 80 — z die 
Tage, wo er nicht gearbeitet liat, alsdann beträgt seiu Lohn lOx und dtm Koet* 
. ^eid ö (ÖO — x)| und da nun der Lohn aufgezehrt sein soili so hat num: 

lOx — 6(80— x)— 0 
16zi-480 

107. 

« 17. Aulisab«. Sin KaufbsiBi ftrdefiftr iOEUen Tneli 100 TUr.: ESufcr 
. dingt aber von diesen 100 Tbbr. so riel «1h all Uub hmamiA 6£Um widdieii 
koetflD ; wie viel wurde abgedongen ? 

AnllBsung. Maatetie den Abzug— z, ao koatoi dia 40 Wm lOO—s 

BiOiin I abo 0 Elte ^ii^^ 

aaiB aolL ao liat maB2 

0(100-^ 
40 

€0x— 600— to 
40z— 600 

108. 

18. Aufgabe. Man sucht eine Zahl von folgender Beschaffenheit: wenn 
nan aia mit 3 mnlttplieirt, vom Prodnot 11 aabtrahirt und hiennif c(en Heat 
wieder mit 4 muUiplicirt nnd lom Productc 6 addirt iiad die ariialtanaSoauna 
nochmals ^it 5 multiplicirt, io soll 3U kommen. 

Auflösung. Um hier die Bedingungen der Aufgabe gans in Zeichen an- 
deuten zu können, werden zwei Klammem nothweudiu. Heisst nämlich z die 
MMhteZabl, so daitlot 3x 1 1 den avant envihatoaJlast vnd 4 (3x— ll)+fl 

die erwähnte Summe an. Um nun anzudeuten, dass diese Summe noch mit 5 
multiplicirt werden soll, brauchen wir noch eine zweite Klammer, welcha nßhf 
um liTthum zu verhüteui von der ersten unterscheiden muss, daher: 

5[4(3x— 11)4-6] — 50 

Um die unbekannte Grösse von den Klammem zu befreien, ktmn man 
erst die innem nnd dann die äussern Klanmici-n auflösen (oder auch umgekeiurt). 
. IiStm irir iwmt iiir jimfim Klammiffn, tt hit want 

ft|13x— 44+6]«00 
5[12z— Osj^M 
60b^19O— 60 
OOk^MO 
«— 0 
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10. Aui^be. Eine Frau bringt Aepfel su Markt und verkauft zuerst die 
Hüfte und einen halben. Von dem Beste verkauft nie wieder die Hälfte und 
einen halben; von dem jetzt noch bleibenden Beste wiederum die Hälfte und 
«iii«BlMllMii|wmti£aieiioeh24StaekiUn%b«hiUt Wie viel hatte lUaiifiuigs? 

AuflSsung. Sie habe x gehabt, so bleiben hiervon übrig nach dem ersten 
Handell die Hälfte weniger einen halben, uämlich: — ^; von diesem Beste 
bleibt nach dem zweiten Verkauf wiederum die Hälfte^ (fX — ^) weniger einen 
halben« nlmlich: \ (^x — 4) — ^; hiervon nach dem dritten Vetmf wiederum 
dieH&lfte weniger emen halben, nämlich ^ [^(ix^^)— |^IIIldllafie j«tel 
motk 24 B^äck übrig behalten soll, so hat man : 

Di« iBMni Klimmwn mfgeloi^ kommt: 

«der: i[ix-|]-i=24 
iaaaiBti |— 1-.^-.24 
x-241 
z— 199 

110. 

SO. Aufgabe. Wie gross muss da« Capital sein, welches zu 57« belegt, 
b 4 Jahren eben so viel Zinsen bringt, als aas Capital von 635 Thlr. au 47« 
In 7 Jaliittt 



AuflSsung. So oft lOOlUr. in 635Thbr. enthalten maä, erhült m#n 4 Thlr. 
SBnsen : der Ausdruck . 4 stellt also die einjährigen, und der Ausdruck 
^.4.7 die siebenjährigen Zinsen des bekannten Capitals dar. Heisst also das 

gesuchte Capital so stellt gleicherweise tt^tt-^ <lie einjährigen, und mithin 
nv.5.4 die vierifihrigen Zinsen des anbekannten Capitals x dar. Mau hat also 
Mit BacUngong te Aa^pibe 

Z 616 



9L Anfisabe. Zu wie viel pro Cent mnss das Capital von 225 TUr. bniwf 
werden, um in • Mbtm Mtm to viel SKnien m bnngen, ab dOOTlür. su 3« > 

in 8 Jahren? 



▲nllSftuiig. HeiseenxdiegesuchtenProoenteiaobatmanlantBedingaBg; 

45x»>10.7.4 

9x=56 

112. 

22, AvdgtkhB. Wie gross mnss das Capital mui, welches mit teintn 
6jähhgen Zinsen an 4*/« auf difO Thlr. anwächst/ 
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«rUUt UM 4*^ te A«dni«k v^.4.( itailt tiM die SjUtfigw 39iM, wi 
aIio laut BiwtiiimgT 

il+S— 3000 



113. 

28. AuflKabe. Eine Person, A, hat für eine andere Person, B, 5100 Thlr. 
eincasairt, B wünscht dies Geld firei mit der Post su erluüten. Wie. viel wird B 
bekommen, wen A Poitgeld benhleD rnnm? 

AnmSemic; Das, was Aanf die Pott giebt,]ieitMit MbeMIgt die deflb 
beia]ütePeil|geId^,StWiaiuni AdieMO»lUr. UemheMf^ptban, 

Mll,eebalmaB: 

Mz—5100.50 
s— 1 



114 

24. Aufgabe. A muss 4900 Thlr. postfrei an B senden, das Poetffeld 
betrügt 2*/«f kann aber am Orte der Absendung nicht entrichtet worden. Wie 
Tiel muss also A sammt dem beigelegten Postgeld auf die Poet gebtti, damit B 
Meh Benhlong d c s s e M if n, seiiie 4900 TUr. fl&igbeliilft? 

Auflöaung. Man aenne z die fra^che Yersendong, so mom B dafür be* 
r^.2,dahirs 



25. Aufgabe. Jemand will 30000 Thlr. soTetsichemlassen, dass diePrlmli^ 
inlehe 20 '/• betrfigt, gleich mit Tersichert ist. wie riel beträgt die Prämie? 

Anflfiaung. N«mitiMndteMlbes,to«jidimQeiMMOO0+sveMiehart| 

imlAM ^^^^^'*'' tl> holtet. D>M die m Hlikirieritohi ■ 

Ar Tenieliertes Capital und PriUaie sein ti^ so bat ] 

80000 + x 
100 



SM. Aiif|(mlM. Einem Courier, der tf|^eb 9 Mellen macht, wird nach 
8 Tagen ein anderer, der täglich Ii Meilen maebl, aechgeichiclrt. la wie ikl 
Tagen wird letsterer den entern einholen? 
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AuiiSBuh?. Mno setze in z Tagen, so macht der zweite eineB Weg ron 9x 
Meilen und der erste, welcher 8 Tage voraus hat, eiiien Weg von 5 (8+x> 
Meilen. Auf dem Piinet 1 r- 7nnnmTnrntrrfynM müniiii lifiifln TnnTTini tm» ninffll 
gloicheu Weg zui ückgelcgt haben, daher : 

9x-*S(8<fi) 

117. 

27 Aufgabe. Der Stundenzeiger cinerUhr steht auf YI, der IGiilitonseigar 

feof Xll. In wie viel Zeit werden beide Zeiger sich decken? 

Auflsoung. Man setze die fragliche Zeit in Stunden ausgedrückt = x. Der 
llinutenzciger macht in jeder Stunde üo Striche, also in x Stauden 60 x Strich^ 
diir StandenMiger legt hing<>g( n in ieder Stande nur 5 Stridie soiftek, milimi in 
X Stunden 5x; wo beide Zeiger sich decken, da müssen sie gleichviel Striche 
von XII abstehen. Da nun der Stundenzeiger auf VI itehtimd mithin 6.6*« M 
Sti'iche voraua hat, so erhält mau die Gleichung : 

60x = 30 + 5x 
X'^xS Stunden «-32'|Br Minuten. 

118. 

28. Aufgabe. Jemand, der um die Zeit gefragt wurde, antwortete: Stun- 
den- und Miuutenzcigcr decken sich eben zwischen X und XI; wie spät war es V 

Auflösung. Der Minutenzeiger stand gerade auf Ali, als der Stundenzeiger 
iiif X stand imd luthin 10.5--(0 Stnohe rmw iMtle^ 

60x— 50 + 6X 

x = ^ . . 

Es war also t¥ auf XI d. i. 5^^ Minuten tot XL 

119. 

29. Aufgabe. Ein Hase wird von einem Hunde verfolgt Der Hase hat 
MOSprtoge ▼oram und macht jedesmal 6, wenn der Hond 5 macht Dag^n 
nicht aber der Hund mit 7 Sprüngen eben so weit, als der Hase mit 9. Wie 
viel SyrBngB wird der Hase noch mache« können, ehe derflimd iln eiiiliott? 

Auflösung. Man setse z, so beträgt der ganze Weg» den der Hase zurück- 
ffelegt l(»0-{-x Hasensprünge. Da der Hase 6 Sprünge macht, während der 
Hund 5 thut. so macht der Hase jedesmal i Sprung, wenn der Hund 4 Sprung 
■Mbt* WiUHKl also der Haae noch z Sprünge miudil^ madit derflniuliiiir 

t sovidSprifaige^ilM'^ womit er denWegven lOO+xHasensptttpfiB aih 
rficklegen muss. Um beide Aosdriieke einander ^eidoetien am Unai, müssen 
die ^ Hundeeprttnge auf Hasensprünge reducirt werden. Da mm an GrBase 
7 Hundesprünge 9 Hasensprünge, so ist 1 HundesprungM f Haaeoaprtti^gei 
mithin ^ Hundesprünge — f »|.x Haiensprange, dalier< 

f.|.x-ilOO*fs 
Ite— 1400+lU 
s— 14M 

\ 

) 
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120. 

80. Aufgabe. Jemand hat zweierlei Sorten Wein. Von der ersten kostet 
die Maass 1 2 gGr. ; von der zweiten 7 gOr. Da nun die erste Sorte we^en zu 
geringer Güte ceiiie Abndimcr findet, so will er aus beiden eine 200Mmm hal* 
fcende Mischung machen, von welcher, ohne Schaden zu leiden, die MtMt ntir 

y gGr. kostet. Wie viel muss von jeder Sorte genommen werden? 

Auflösung. Die gnnze Miscliung soll 2<»0 Maass hniten; nimmt man also 
von der bessernSorte x Maasa, so müsöcu die übrigen Maassc, nämlich 200 — z 
woa der schlecbtem genommen irerden. Jedes der x Maaiee kostet 12 gGr. 
and iedes der (200 — x) Maassc kostet 7, der in der Mischung steckende Werth 
ist also l'2jL-i-l (200 — x). Da nun jede Maass der Mischung für 0 gGr ver- 
kauft werden soll, so cib&lt man für die ganzei 200 Maass haltende Mischung 
9.200— 1800 gGr. Mithm miits der W«tb von x folgender (srteiolivqg Q«nCge 

12X + 7 (200 — x)— 1800 
woraus: x = 80 

£8 müssen also 80 Maass von der ersten und 200 — 80 120 HaMS tob 
dar iMten Sorte genooinMo w«rdai« 

121. 

8L Anfisabe. Wie viel Mark 8l8tiiigea Silber rnnes ra Ol Mark lUMiigem 
««wiBtwerden, damit dar Oeiuatl2ldtli% wird? (8MM|7a,!.) 

Auflösung. Sei der Zusatz von Slöthigmi Silber x Mark. Jede dieser 
xMark enthält sLoth und jede der n ; Mark 14 Loth Silber, die ganxe Mischung 
eiitliält an Gewicht 6i4-x Mark und an Silber 14.Öj-i-ttx LoUi und du nun 
die Miscbojig im Duirdwehnitt ISldtfaig sein mU, m enUiilft aie u SOb« 
ll(0|+z)Lotb. MitbiA: 



122. 

8S. Aufgabe. Jemand hat 30 Mark 14lötbifl;es Silber; wie viel Rupfer 
mnsa er easetzen, damit der Gebalt 1 »lötibig wtrdr 

Äufiösung. Man setse x Mark Kupfer, so hat man: 

10(30 4- x)— 14.30 

z—ia 

12a 



88. Aufgabe. Ein Stück Biel, wiklMi in freier Lvft 2S Pfiuid wiegt, 

wiegt nur 21 Pfund, wenn es im Wasser gewogen wird, oder so ausgesprochen: 
23 rfund Blei verlieren im Wasser 2 Ffund , und so in diesem V erhiltniss, 
üSinHeb 2. 23 Pftmd Blei Terlieren im Wasser 2. 2'— 4 Pfund &c. Ebenso ver- . 
lieren 37 Pfund Znin im Wasaer 6 Pfand. Sobmelxt man 23 Pfund Blei und 
'M Pfund Zinn zusammen , so wiegt die Compoaition 60 Pfund und wird im 
Wasser 2 4- 5 «• 7 Pfund verlieren. Wie lässt sich nach dieser Angabe berechnen, 
ivie viel Zinn in einer Composition von 217 Pftmd enthalten wt, w«n bkiie 
ecsagt wird , dass die Composition nnr ans Snn md BUi bestcbt und im 
Wasser gewogen 2G Pfund verliert? 

Auflösung. Seien in der 2 1 7 Pfund wiegoidtn OompCMÜiQa z PfttndZin« 
und folgUcb (217— x) Pfund Blei tnthalten. 
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So oft 37 in z eattAHen , wo oft mass das in der CcunpositioB «ithaltena 

Zinn 5 Pfund verlieren, so oft 23 in 217 — x enthalten ist, so oft muss auf das 
Blei ci» Verlust von 2 Pfund gerechnet werden. Der ganze Verlust muss aUo; 

s* 6 + und da dieser Verlast «26 gegeben ist, so hat mani 



« ^ 1^ 1817- ») ■ 



41x»606S 

DieOQBpwilidiiCBtfilltilio: 148FAi]id^miiiiid69FAiiicl]nflL 



84. Aiiltebe. Der Konig Hieio von STiabii gab ebem GoUsduiiled 

J 6 Pfund Gold und 4 Pfund Silber, um ihm daraus eine Krone zu macben. 
, Die fertige Krone woe richtig20 Pfünd. Der König aber argwöhnte» 4ats der 
' OddichüM einen TheQ desfakddes für «eil behalten und dietei ineder dorok 

ein gleiches Gewicht an Silber ersetzt habe. Er bat deshalb den IfttäMmatikMC 

Archimedes die Sache zu untersuchen. 

Archimedes wog die Krone im Waaser, worin sie 1* Pfund verlor 
ausserdem fand er, aass 21 Pfund Silber im Wasser 2 Pfund und 20 Pfund 
Gold im Wasser 1 Pfund verliert, undlunatebimisde&cfeivaigfliiBetngJeiebft 
berechnen. Er fand ihn — wie gross ? 

Auflosung. Die Krone enthalte z Pfund Qold» mithin (20 — x) Pfund 

Silber, so muss der ganze Verlust im Wasser M^*t-|*^^^* 2 MUI| da nun 

dieser Yerlnst«a 1| Pfbnd bekannt is^ so hat man: 

hieraus: x— 14^ 

Die Krone enthielt statt 16 Pfund nur 14^ ffond GMd, und statt 4Pfand 
Silber: Pfund Silber. 

126. 

35 Aufgabe. Ein Mann ist 58» sein Sohn 18 Jahn alt Nach wieviel 
Jahren wird der Vater mal so alt sein als sein Sohn? 

Auflösung. Seien x die Anzahl Jahre, welche noch verfliessen oder zu 
beider Alter hinzukommen müssen, um den fraglichen Zustand xu erhalten, so 
ist aMum des Vaters Alter 58+z, und des SeiuMi Aller 18+x» und da dann 
4m Vater mal so alt sein soll, so hat 



Der fragliehe SSnstand tflll ibo aaeh S2 Jefaien elii| «nd der Taler lü 
5»-|-B-"B0, nnd der Sohn IS+tt^M. 

126. 

80. Aufgabe Ein Mann ist 58. sein Sohn 18 Jahre alt; wie viel Jahre 
müssen noch verfliessen oder zu beider Alter hinzukommen, um den Zastand 
SU erbaltetti vo der Vater gerade 3^mal so alt ist^ als sein Sohn? 
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AuflSsung. Seien x die fraglichen Jahre, so ist alsdann des Vaters Alter 
58+z und des Sobnes Alter Jb-j-^ und da 4aiia d^r Vater 3|inal lo altseia 
«oU, eo iial bmd: 

3i(18+x) — 58+x 

ts — 5 

Axnerktini; 1. Die Rechnung fuhrt hier auf ein Resultat, welches mit 
den Minus-Zeichen, als ein wesentliches Merkmal desselben behaftet ist. Um 
4en Sinn dieses Vorzeichens durch immittelbareSehUiMe heraoeiiibriiigeB, ftbe^ 
lege man Folgendes: 

Der Gang einer Rechnung bildet immer eine Rette reiner Vemunftschlüase, 
die folgerecht durchgeführt, durcliaus auf ein solches Resultat führen müssen, 
das an? die in Untersuchung gezogene Frage Tollkmnmen passt. Nnn kann es 
aber in der Natur der Sache liegen, in der Stellung der Frage ftc, dass die Stt 
suchende Grösse nichtinden TOraofligesetstea, sonitern gerade in den entgegett- 
gesetzten Sinn fallt 

Wir suchten, der Bedingung der Torliegenden Aufgabe gemSas , eiaf 
Of&M, irelehe ttait z sobetilä^ 

Qenfige Mstel» oder infliiiae derAnfgabe gesprocban ; etni GrOsse (z). weUhe 
mit IH und 58 Tcreint, den fraglichen Zustand der beiden Alter ^ebt. Die 
obige Gleichung, kunstgerecht behandelt, muss nun noth wendig für x einen 
soldien Werth geben, der den Betrag auf beiden Seiten gleich macht, und dieser 
Werth welcher er auch sein maff, nmse, s« 18 ud bb gelegt «addirt), den 
frrtf^lichen Zustand geben, das ist Klar. Kann nun aber die Gleichheit der bei Jen 
leiten nicht anders Statt finden, als wenn von 18 und von öb einerlei Grösse 
subtrahirt wird, so muss auch nothwendig der für z gesuchte Werth mit dem 
Minus-Zeichen behaftet eeiiK die Bechnung, als eine Zeichensprache, kann dm 
Umstand, dass statt zu addiren. subtrahirt werden muss, nicht in Worten, 
Sondern nur in Zeichen andeuten. Da wir nämlich im Sinne der Addition > 
reefanen, so mass wohl die m addh«ndo Chrösse als ebitf ufforso gefnndws 
irardeo, weil dne dirrcte Grösse hier nicht möglich ist Die unbekannte Grösse 
Z ist nicht allein hinsichtlich ihrer wirklichen Grösse, sondern auch hinsiehtlich 
des Sinnes (Vorzeichcus ', in welchem sie genommen werden muss, unbekannt 
THb Yoriäong vor z gesetste + Zeiehon berieht sich nicht auf den bestimmten 
Werth von x, sondern deutet bloss die ( algebraische) Operation an, die damit 
vorgenommen werden soll, und steht also abgekürzt, statt des Wortes plus * 
(lege hinzu). Hiernach ergiebt sich nun die Bedeutung des mit dem Minus- 
ZOMhea behafteten Resultats Die gesuchte Grösse ftUt nämlich nicht, wie vor- 
ausffesetst, direct in die Zukunft, sondern gerade umgekehrt (inver8),swei Jahre 
anruck in die Vergangenheit. Für den fraglichen Zustand ist also des Vaters 
AlterSSplnt^i— 56; des Bernes AUer: 18 plus— S'— 16 Jahre. Solehe FXÜe 
haben eigentlich zuerst auf den Begriff der entgegengesetzten Grössen geführt 
jud die 320 ans dem htoesen Bsffiff abgdiitetMilfegelnJwBDeageLeb^ 

Anmerkung 2. Entgegengesetzte Grössen können nur da Simi haben, wo 
ei wiridieh reine Gegensätze giebt, wie Zukunft, Vergangenheit ; rechts, links \ 
vorwärts, rückwärts &c. Licht und Schatten sind keine reine Gegensätze, Licht 
hat keinen Gegensatz ; alle wirkliche« Dinge^ Substanzeu (Baum, Thier &e.^ 
l^^^t ^ oi ^ k ^in f GfgfnflätsOi 
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87. Aufgabe. Ein Mann ist jetzt 58 Jahre, ßein Sohn 18 Jahre; wie 
viel muss man zurückrechnen, oder von beider Alter Bubtrabiren| um den Zu- 
ilMMl n «fbaltea, wo der Ystte noeh emal io dt 

jLullöBims. HaiiMtied(eiatalitraUi«ndflB^a]in<Bi,iow«rdii^ 
Aller =-58— x und dM Bdtom^Jtm tS^Xf mtAdikwm]fiam9mtXmffom 
MiDioUyiohaiiBaBt 

68--X— 6(18 — x) 
68— X— 108 — te 
«1—50 
X— 10 

folglich mflsBen 10 Jahre subtrahirt werden, and des Vaters Alter ist daoik 58 
■iBM 10— 4% dM SdteM Alftar» almf 10— 0. 

.128. 

88. Aufgabe, Der Vater sei wieder 58, der Sohn 18 Jahre alt, und 
gefragt: wie yiel muss von beider Alter subtrahirt werden, um den Zustand zu 
erhalten, wo des Vaters Alter noch 3mal so gross war, als des Sohnes Alter? 

■ A.ufloau2iff. Man setze die zu subtrahirenden Jahre z, so ist des Vaters 
Ate 58^1^ teSoluMiAte — 18— i,Bitiiin]Mt Bedingung: 

•8— X— Hte--^ 

M->x— 54— 3x 
. Sz— 4 • 

Der fragliche AagttahliekflBftileoBlcht^wievoraosgesetzt, direct in dieVer» 
gangenheit,8ondern gerade eil1ge|pengesetzt mvers) in dieZukuuft,und des Vaters 
Alterist dann bh minus — 1<»80; und des Sohnes 4iter«>-ltt — (— 2)— 2UJahre, 
(Siehe Torfi e rgehende Auneriamgen and 8 320.) 

« 

129. 

39. Aufigabe. Wie gross, and in welchem Sinn muss der FmAot z 
■Munen irenlai, damit er folgender Gleichung Genüge leisWt? 

25+4x-i 7— 2z 

' Aiifltevic; Man liet gleieb 

•s— 18 
z— — 8 

Subslilidrt nan dieüB Werth — 8 stettzmdiefeB^beBeGleiefani^ so 

wird sie ■ 

25-f4.(-3)— 7— 2.(— 3) 
d.i 25 — 12—7 + 8 

Die Gleichung lehrt, dass «ie nur daun Sinn haben luuui| wenn der in- 
fMlMoK^ wiel 820 gedeotet wild. 



Zwölftes Bnciti- 

Beebnung mit aUgemeinen GröaBenzeicheik 

(BogenaanAt Baohttabeiueohnaiig.) 



130. 

Einleitung. Manche verwickelte Rechnunojen lassen sich oftmals 
bedeutend vereinfachen, wenn man die v(3rzunehmenden Operationen, 
wie Addition, Subtraction, Multipiicatioa &c. nicht gleich vollzieht, 
gondem yermittelst der Zeichen 4~> — vorher erst andeutet, 
weil Buoi dann aUe wa vollsidMiideii Raohming» asf ekuiMl tov 
Auffen hat, die stattfindenden Abkfirzungen «ad ZueaauiieBiiehungen, 

ortheile, welche gemeinschaftliche Faotoren gewiUiien Ae*, ao 
wie auch die Fälle, wo sich wid^ratieitende Gi&sen gegenaeitig 
tilgen und mithin als überflüssig ausgelassen werden können u. m. 
dergl. leichter gewahren und benutzen kann. £in paar Bdapiele 
werden dies erUiutera: 

Erstes Beispiel. Welche Grösse kommt heraus» wenn man 
die halbe Summe und die halbe Differenz der beiden Brüche: 
und zusanunen addirt? 

Anflffming. Denten wir ^ EQ maelieiide IUohniuig.Torl8ii% nur 
an» 00 bedeutet + tViV ^ Somme md mithin mm + vVfV) 
die halbe Summe und eben so 4(flH — iWr) ^® halbe 
Differenz der beidMi firttohe. Beide auaammengdeg^ gebe» den 
Aiaadnekt 

welcher alle zu machenden Kechnungen vor Augen legt. Statt sie 
nun aber sleich zu vollziehen, überlege man erst, ob sieh der 
Aiiadraek ^w» dnieh AvMmf der SUunmem Ao.) mdbi mo6k 
■ etwas susnmmenaehen und auf einen leichter sa bereolmendett 
Ansdruck zarQokffihren (reduciren) lässt. 

Die Klammem «ii%elöst, lasst sieb obiger Ausdraok aaeh so 
■ehieiben ({ 19): 

Hier sieht man nun gleich, dass die vorliegende viertheilige 
Grösee zwei gleiche einstimmige und zwei gleiche widerstreitende 
Theile enthaß. Letztere beiden, nämlic^ der 2te und 4te Th^ii, 
ti^pBn neh gegenseitig und kdoneii daber, ak «nf da^ fiesvlta^ 
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keinen Einfluss habend, ganz ausgelassen werden. Entere beiden 
Theile, nämlich der Iste und 3te, lassen sich leicht in ein Glied 
zusammenziehen; denn eine und dieselbe Grösse halb mal und 
noch ein halb mal nehmen, ist so viel als die ganze Grösse einmal 
nehmen. Mithin reducirt sich der obige Ausdruck auf ein einzige« 
Glied iH^*» welches das gesuchte, ohne Bechnung, durch eine 
blosse Seduction erhaltene Besultat ist 



Ein anderer sehr nahe liegender Gedanke, tme bei Beductlonen, 
wie die voiliergebeiide, noch grössere VortheUe za verschaffen, ist 
fblsender: da wir beim Reduciren der Grössenausdrücke auf ein- 
fachere, die Theile der Grössen ganz unverändert lassen, sie gleich- 
sam nur hin- und herschiehen, kleine Zusammenfassungen und 
Auslassungen vornehmen, gleiche Factoren gegen einander auf- 
heben &C., so können wir hmsichtlich der klarem Uebersicht, des 
. schnellem und bequemem Schreibens, dadurch offenbar einen be- 
totenieii Vcnrtlieil erlangen, wenn man atatt der GhrSeseii» an 
veMran R nn huingm voHsogen werden BoYka, TOrläufiff mid 1ms 
wa Ende der Reduction einfachere, kiditer za sohreibende und za 
«DteFBcheidende Zeichen als Stellvertreter setzt Mit diesen Stell- 
vertretem kann man dann, vermittelst der Zeichen — &c., die 
zu machenden Rechnungen ebenfalls andeuten und die etwa mög- 
lichen Reductionen vollziehen und dann am Ende der Reducticuj 
. statt der gebrauchten einfachen Zeichen, die Werthe, welche sie 
vertreten haben, wieder zurücksetzen. 

Was für einfache Zeichen man dieserhalb gebrauchen will, ist 

wir jedoch, vefinöge der Oewoiniheil» 
dieBucb&ben aelmell neoBen, echieiben und mnterseheiden ktam, 
so eind de audi sn Stellvertretem der Gf6Men nm bequemsten. 

Znr B2d&atemng wollen wir wieder das vorhergehende Beispiel 
nehmen, wo die halbe Summe und halbe Differenz der beiden 
Grössen und zusammengelegt werden soll, und der 

Kürze wegen für die erste Grösse einen beliebigen Buchstaben, 
s. B. a, und für die andere Grösse einen andern, z. B. b, setzen, 

a4- b 

alsdann deutet a+b die Sommer milinnf(a+b) oder — ^ die 

halbe Snmme und dben 80 <((a — b)oder — ^ die balbe IXIftrm 

der beiden, einstweilen durch a und b vertretenen Grössen a% 
und der Ausdruck: 

a+b . »--b • 

stellt, wie vorhin, alle Rechnungen dar, welche die Aufgabe zu 
machen verlangt. Statt nun aber diese angedeutetermaaesen gleich 
au vollziehen, indem man Air die Buchstaben ihre Werthe wieder 
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surucksetit, versuche man erst den Aasdruck auf einen einfachem 
cu reduciren. Offenbar knm man ihn aueh ao adireibeD (§ 20} s 

, . 

2 2 . 2 2 

Hier wird nun -f- durch ^ getilgt, + ißt so viel 

als a. Mithin reduoirt sich der ganze Ausdruck 4 (a + b) +i (a — b) 
auf die eintheilige Grösse a, wofür der Weitb ^\\% dM go* 
auohte Besultaty surüokgeaetzt werden muM« 

132. 

Zweites Beispiel. Ein Fussgänger ist mit stets gleich bleibender 
Geadiwindigkeit von elauii Orte, O, nach dnem andcom Orte, W, 
gegangen^ Er gin^ yonmttaga 8 Uhr 4 üfinnten 59 Seennden troa 
D ab, und kam Kachmittaga 3 Uhr 57 Minotcn 48 Seininden in VT 
an. Man fragt nach dem Stande der Uhr, als er gerade däe 
Mitte seines Weges erreichte. 

Auflösung. Die Hälfte der auf den "ganzen Weg verwandten 
Zeit zur Vormittagszeit addirt, j^iebt den fraglichen Stand der Uhr. 
Um aber erst die auf den ganzen Weg verwandte Zeit zu erhalten, 
müssen wir, 'weil die Uhr nur bis 12 in einem fortzählt, erst die 
Vormittagszeit von 12 subtraiiiren, um die bis 12 verflossene Zeit 
zu erhalten, und dieae dann anr Nachmittagsadt addiren, von der 
Summe die BHlfte nehmen und cur yonnittagazek hinzulegen, wie 
es fol{pBDde Rechnung zdgt: 

O 1 

4* 59« 3» 57' 48"; 



YoimittagBaeit «■ 


12* 0' 
8* 4' 


0* 
58« 


die bis Xf" verflossene Zeit = 
Nadimittagszeit » 


55' 
8* 67' 


48" 


Auf den ganzen Weg verflossene Zeit 


in 52' 


49" 


Auf die £Dilfte dea Weges verflossene Zeit » 

Hiezu die Vonnittagszeit 


V 56' 

4' 


24f' 

50" 



Stand der Uhr — 12^ 1' 234" 
Fol^ch hatte der Fuss^nger 1 Minute 23^ Secunden nach 

13 Uhr «Ue Mitte adnea Weges ermoht 

Daaaelbe ReaollBt kann man aber folgendermaaaaen ^el kOrzer 

erhalten. 

Deuten wir die oben gleich vollzogenen Rechnmigeii vorläufig 
nur an, indem wir zugleich, des leichtem Schreibens wegen, för die 
Grösse der gegebenen Vormittagszeit einstweilen das einfache Zeichen 
% und lur £e l^aobmittagazeit das Zeichen b substituiren« so können 



wir darch 12—» bis 19 Ubr, imA 19— A+b Ae tut im 

ganzen Weg und mithin durch ^ die auf die Hälfte des 

Wege« wflonene Z«t kurz andeuteii. Wird hiezu wieder die 
Vormittagszeit gerechnet, so erhalten wir für den firagtiehen Stand 
dar Uhr dett Amdruck; 

12— a+b . , V 
2 

iMeser Ausdruck ISsst sich noch etwas vereinfaclirä^ wenn -mt 
Um auf einedn Nenner bringien. Statt der ohne Nenner stehenden 

2a 

(Grösse a, kann man auch setzen, und mithin den obigen Aus- 
druck 60 schreiben: 



"-+-^+^ w 



• 2 

oder, was offenbar dasselbe ist: 

12— a + b-i-2a 



In dem Zähler dieses Ausdrucks -befinden sich jetzt zwei wide^» 
streitende Grössen, nämlich — aund +2a. Nun ist über — a + 2a =a. 
Setzen wir also a, statt — a-f-2ay so lässt sich der obige Auadruck 
noch einfacher so schreiben: 

12-Ha-hb . . 

AHe Tier TersduedeDen AmdrÜcke müssen <^Mbar eSneila 
Resultat geben, wenn man statt der BuchstabengrSSsen die nimmt- 

sehen Werthe derselben substituirt. Der letzte Ausdruck, der sieh 
nicht weiter redudren läset, ist aber iiir die numerische .Rechmmg 

am bequemsten. Nach seiner Vorsclirilt braucht man nur, um die 
fragliche Zeit zu erhalten, die gegebenen Vormittags- und Nach- 
mittags - Zeiten zu 12 zu addiren, und von der Summe die Hälfte 
zu nehmen» Für die vorliegende Aufgabe ist nämlich; 

12=12"^ 0' 0" 
a= 8 „ 4' 59" 
b«= 3„ 57^ 48^* 

24»»- 2' 47" 



2| 12" 1' 23f' 

Nach dieser Vorbereitmig wird der folgende { dem Anfänger 
hoffentlich verständlicher wwlen, ihm doch weni^tens einen na» 
gefahren Begriff von dem eigentlichen Sinn und Zweck der soge- 
nannten Buchstabenrechnung geben, und dadurch das Fremdartige 
und Dunkle, welches dieser Theii der Mathematik für Anfänger 
haty entfernen. 
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1^ 

Begriff der Buchatabenrechnung. 1) Wenn eme Grosse aui* 
andern berechnet werden soll, so ist offenbar die Hauptsache, dass 
man erst überlege, wie gerechnet werden muss, das Rechnen selbst 
ist das Wenigste. Um nun die Aufmerksamkeit nicht durch Neben- 
sachen zu stören, wie durch addiren, multipliciren &c., was bis 
zuletzt aufgeschoben werden kann, suche man den Gang, den die 
Rechnung nimmt, möglichst kurz darzustellen, indem man alle vor 
«UMhoBmlcB Opentumen Toriäufig bloes anuAeutet» mid deB be- 
quemem Sdireibens wegen, für die Hauptgrössen dnatweilen ein- 
gehe Zeichen (Buchstaben) als Stellvertreter setst Dies ist ofienbar 
das beste Mittel) bei yerwickelten Untersuchungen dsB Lauf der 
Gedanken stt verfolgen und eine Kette von Sdilösesn sofaDeli la 
bezeichnen. 

2) Die Art und Weise, wie eine Aufgabe gelöst wird, beruht 
auf Vemunftschliissen, die für alle Aufgaben derselben Art immer 
dieselben sind und nicht vx)n der Grösse der Data abhängen. So 

12 -4- a + b 

iplt z, E.'der vorhin gefundene Budistaben-Aiudniok; ^ 

nach welchem wir die dort gesuchte Zeit berechneten, auch zugleich 
für jeden andern Fall derselben Art, wo also nicht die Aufgabe, 

sondern nur die Data verändert sind» und daher ist durch "^^"^^ 

die allgemeine Eegel (Fofmel) bezeichnet, nach welcher wir ans 
den hier allgeinan durch « und h angedeuteten Vbnmttags- und 
Naohmittags-Zeiten, sobald ne nur in bestimmten Zahlen gegeben 
werden, die fragliche Zeit immer leicht finden können. Würae z. B. 
gesagt, der Fussgiinp^er sei um 9 ühr von O abgegangen und imi 
3 Umr in W angekommen' imd nach der Zeit gefragt, als er die 

]2 -4- a -f- b 

Afitte desWegeserreichte, so branehtmaninden Ansdraek ^ * 

nur 9 statt »7, und 3 statt A, zu setzen. Man sieht also, dass die 
Buchstaben keine bestimmte Werthe haben, sondern bald dies, bald 
jenes bedeuten können. 

3) Endlich dienen auch die Buchstaben, als GrÖssenzeichen, zur' 
Abkürzung des Vortrags, sowohl des schriftlichen als mündlichen; 
deshalb werden auch, um nicht durch Zahlen und die vier Speeles 
Baum mid Zeit nnnöthig ausznf&llen , in 4sr Theorie cBe thd»r- 
sndnuiffen ^[leidi aD^mein durchgeführt, die Grössen dnrdi Bach* 
Stäben bezeichnet, die danut vorzunehmenden Rechnungen bloss 
aagedentet und denn die etwa möj^dien, ffleich naher zu erläu- 
ternden Reductionen vollzogen. Wer eine allgemein gestellte Auf- 
p^be lösen kann, der kann es auch in jedem besondem Fall, (wo 
die Date in bestimmten Zahlen gcoeben werden) und umgekekrt, 
denn die Schlüsse sind ja in beiden Fällen dieselben* Die allgemeine 
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AnflSBmig nntencheldet sieh von der betondeni blow didunhy ämm 

ii% weil die Grosse der Dafa unbesdnimt gelasien ist, die damit 

vonranehmenden Rechnungen bloss andeuten kann^ die eilialtenen 
Ausdrücke jedobh, nach den Begeln der Buehrtabenrechmmi^, gleich 

auf die bequemste Form reducirt. Die allgemeine Auflösung ist aber 
immer belehrender, indem sie allgemeine Begriffe giebt, Ursache 
und Wirkung vor Augen legt, welche in der specieilen Auflösung 
nicht 80 deudich hervortreten können, weil durch die Vereinigung 
der Zahlen die Anschauung der Art und Weise, wie dieselben 
eigentlich wirken und sich mit eiimnder wbinden» verloren geht. 

134^ 

GMil mm wak Am lididgai Yoratelhing aus, io mnas man 
£ee GqBiiel über die Buchstabeareolmimg als das allerleichteste in 
der ganzen Mathematik finden, wenn auch die Reductionen selbst 
mB, vnaüg Au^aoikpamkieit und meohameohe Fertigkeit verlangea« 
Man bemerke nur noch, dass das sogenannte Buchstabenrechnen 
kein wirkliches (numerisches) Rechnen, sondern nur ein andeutendes 
Rechnen, ein wissenschaftliches Zusammenstellen, Zergliedern, Zu- 
sammenziehen (Reduciren) der durch Buchstaben vertretenen Grössen 
ist. Die Buchstabenrechnung stellt zudemEnde verschiedeneGrÖssen- 
Ausdrücke auf und lehrt das Verfahren, wie man dieselben auf kür- 
aere rednoiren kamn, oder aacfa ihre Form lO au vevSodem» da» 
dadurch Beduotioiieii m^lich werden. Die fibliehm Gebribiehe bd 
der Buchstabenrechnnng und die sich übrigens von selbst ergaben* 
den Ifiiohten Begeln sind in folgenden §f enthalteiL 

136. 

Weil es dem Auge gefälliger ist, so pflegt man hinsiditlich der 
Aufeinanderfolge mehrerer Buchstaben manchmal die alphabetische 
Ordnung zu beobachten. Soll z. B. die Addition der durch c, o, 6 
vertretenen Grössen angedeutet werden, so schreibt man statt o4~<H~^ 
lieber a-^b-^-o, 

136. 

Um die Multiplication mehrerer Buchstaben-Grossen anzudeuten, 
setzt man die Factoren unmittelbar neben einander und zwar ohne 
Multiplicationszeichen, welches hier entbehrlich ist. Sollen z. B. 
die Grössen b, a, x mit einander multiplicirt werden, so schreibt 
man statt a-b-x kurz ohx» 

187. 

Ist fina Boehstaben-Groase aut einer Zahl zu muldpHeinn, ao 
■etai BMHi den numerischen Factor, hier Coefficiant genannt, 
immer voran. Soll z. B. a mit 3 multipliettt werden» so schreibt 
man 3a, und 3 ist hier der GoaffieisDt TOa a. In |a« ist <| dar 
Coei&aant voft o» j&o. 
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Den Coeffidenten 1 sduwbt man molit» itatt l*a; X'obt 
«cfareibt maa kurz; abe, 

138. 

Buchstaben-Ausdrücke heissen gleichnamig^, wenn sie aus 
denselben Buchstaben und auf dieselbe Weise gebildet sind, 
wobei aber die Coeificienten Yersciiieden sein können. So sind z. B. 
iabf — iab, I2ab gleichnamig. Eben so Zaaa:, 2&aax &c; die 
AwdrOefca ab, a-\-b, So^c, 2a66 ningegen aind nngleicliAaniig. 

m 

Addition. Man Bchrelbt die zu addirenden Grossen lok ihiem 
Voraeichen in belieinger Folge nach einander hin, indem man die 
etwa gleichnamigen Theile diireh(algebr.) Addition ihrer CoefB- 
<aenten in eine Summe zusammenzieht. So schreibt man z. E. statt 
a-f-a-ha kürzer 3<7, statt abc-^^a/>r. kürzer 7a/>c, statt |[ad^ 
kürzer fja.r, statt 2af)-\-3a.r -\- ah kürzer 3ah^Zax. 

Eben so verfahrt man, wenn die in eine Summe zu bringenden 
Bochstabengrösflen vieltheilige sind, indem man sie nach einander 
hinsetst und dann die gleichnamigen Theile, welche man, der Uaxhr 
fem Ueberaiefat wegen, aueh erat unter einander stdlen kann» in 
iäna amaammenrieht Sollen x. E. die Grossen Saa — 36«; 2aa«^t; 
— 5a«+7; ^be — 4a« addirt weiden» so hat man: 

Saa: — Uc + 200»?- 3 — box -{-7-^6bc — Aax >=» 200« — oar-j- 36c-H 
oder unter cinandef geoidnets 

Sax — Bbe 

— 6«? 

Snnniiei ^ om+tbe-^laaM'^'A 

Um sich von der Bichtigkeit einer Reduction durch Beispiele zu über« 
■engen, mdgen Anfänger, sowohl in die gegebenen, als durch Beauction daraus 
abgeleiteten Aasdrücke, statt der BuchstaMn gani beliebige SSsUaaMtsSB» aatf 
■aNben, ob hMdaeinadfliBeraltat geben. (|.m) 

140. 

Subtraction, Man addire den Subtrahendus mit umgekehrtem 
Vorzeichen algebraisch zum Minuendus, und ziehe die etwa gleich- 
namigen Theile in Eins zusammen (§ 128). Soll z. B. 2<i von 6o 
Bubtrahirt werden, so hat man 6o — 2onB:4a. Eben so ist 2a^ von 
6o£ subtrahift: ^aa^^ug^Aaa; b von u sobfnhirt» ^bt a — 5. 
Will man bloss andenten^daas eine Tieltheilise QrSsse iron dnef 
«ndeniy eindimligen oder vieltbeiligen Grösse suEtnhirt werden aelL 
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M miMB man den inddieiligen Sabtrahendna in Klammem 
und mithin beim wirklichen Subtrahiren aUe in der B3aromer stehen» 
den Voneiohen nmkehren;* s. B. a von « aubtrahirt, giebi: 

^ — Cy — a)=sa: — y + a 
tab+^bc'^Ax von 2a6 — 86« giebt angedeutet: 

Dieser Ausdruck iat, wenn man die Klammem auflöst: 
^lab — 8^ — tob — 6&6+4«>v4« — 9h§ 

Eben so ist: 

Sind Afinuendus und Subtraheuduä vieltheiligi so kann man 
rie auch erst geordnet unter einander stellen» a. &: 

von: 2ab — Zbc von: 2<u: — %hz-^7 

subtr.: 2ab-^ßbc — 4j?: gubtr.: 6<Mr — 3bu — 3 

(~) (-) C+) (-) (+) (+) 

Differena: — 96c-+-4ä! -4«.«— 6.A«-l-%-i- 10; 

Addirt man den Rest zum Subtrahendus, so muss, als Probe 
der richtigen Bee|mung, der Minneadns Frieder kommeD* 

141. 

MtU^ffUeaiion. Erater FalL Sind die Faetoren äntbeillge 
Grossen, so stelle man sie, alphabetisch geordnet, neben einander, 

und multipliclre nur die etwaigen numerischen Faetoren (Coeffi- 
cienten) mit einander (§ 320), s. R 2a mit 8^ multi p licigt, giebt 
2a'U^2'^'ab'^MK Eben ao iatt 

9ab'bac*= Ibaabc tl<ut'^b'=blabjei 
|a6'|«««^«;. Zaba-Zba'^dabbjBmi 

€ibäs affin 



* Anfänger mögen sich diese Regel über die Umkehnng der Zeichen durch 
ein Zahlenbeispiel ertäutern. Soll z. B. die zweitiieilige Grosse 7 — 2, (=5) von 
tHsubtrahirt werden, so schreibt man dies so: 18 — (7 — 2). Subtrahirt man 
nm. «m die Khnnaiar anfanlSsen, erst 7, so bat aiaa offniiMir (weil sieht 7, 

sonacni nur 7 — 2, (==5) subtrahirt werden solL mn 2 «u viel subtrahirt, welche 
2 also wieder addirt werden muss, daher 18 — (7 — 2)=-18 — 7-f-2 (vergi. § 88]^ 
indein 18— (7— 2) so vieliBt,abi 18— 1.(7— 2) — 18— 7+2. 
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Zweiter Fall. Ist der eme Factor einthelllg, der andere 
vieltheilij;, so muss man, um die MuItlpUcation bloss anzudeuten, 
den vielthcili^eu Factor in Klammem schlicssen. Zuweilen ist es 
aber (Beliuf einer Reduction) erforderlich, die Klammern aufzulösen, 
and dann mtifls man (§ 19^ mit dem dntheiügen Factor jeden Theil 
des Tieltfaeiligen mnltipliciren. Soll a. B. die Ortee a+d — e mit 
« mnkipliciit werden» eo lat a{fl+b — 6)«i*aaHra&— ««• Eben 
•o iats 

- 

tob (lab — tax 4- 1 ) " 2 1 — 9aa&«+ Zab 

^{y — ^)'^^y — ^; (a-|-i)J=a54-^ 

Dritter Fall. Sind beide Factoren vieltheilig, so muMpficire 
man mit jedem Theil des einen (am bequemfiten des kürzesten) 
Facto;« jeden Theil des andern, und ziehe im entstehenden Pro- 
ducte die etwa glcichnamifren Thcile in Eins zusammen. Man 
kann, der leichtem Ucbersiclit wegen, die Factoren auch erst unter 
einander stellen und wie No. 1, 2, 3 zeigt, verfahren, 

. Es ist übrigens gleichgültig, mit welchem Theil des Alultipli- 
eatmnman zuerst multiplicirt. Soll z. B. die Grösse a-)rb — c mit 
«---ft unltraJictrt werd^ eo ist» indem man die Grosse a-h^— 0 
•der jeden jCheil denelben amal ond dann ^mal nimmt* 

(a— i)(a+d — ^) «a+ oft-— oe— oft— &6+^"*Aa-^ae— 



(1) ' (9 0) 

a-f-ft— « a-^b a — b 

«— ft- a — b a-\-b 



aii+«^-*«o «a+ai — ah 

— ad— i64-6e — a6 — bb 4-a6 — bb 



e Aaeh bier mSgea Anflbger t!eh £e allgenisine Haltjplicatieosnfds 

SleieTie Zeichen gehen^-^fiingUiche — (§88), durch ein Zahlenbcispiel erläutern, 
ei %, B. die Grösse 8 — 3, (--5) mit 6 — 2, (— 4) zu multiplicircu, in Zeichen: 
(6— 2)j(8— 3). Nimmt man den Multiplicandiw 8 — 3 erst Gmal —6 (8 — 3). 
■o hat man denaelben offenbar (weil er nicht 6ma1, sondern aar 6 — 2, (=» 4ma[} 

gesetzt werden soll), um 2mat zu oft genommen, und es muss von dem 6fachen 
OM H uUipIicaadiu das 2fache desselben wieder subtrahirt werdeO| in Zeichen: 

. . (6— 2)(8 — 3)-=6 (8 — 3) — 2(8 — 3) 

folgUch: (6 — 2)(8 — 3) — 48 — 18— 16 + 6 

indem wir nämlich, um 8 — 3, (—5) zweimal von 49 — 18 zu »ubtrahiren, erst 
2.8 subtrahirea, haben wir um 2.3 au viel subtrahirt , daher — 2.— 8<-"-f-& 
(VerglSm) ^ 
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Eben eo findet nuunt 

(a — /')(a — 6)s=aa — a6 — a6-t-^6«=aö — 2ab-i-öb 

(fp-ti/Xs^-fy-D-a«»- W-y-*+««y+ Vir 

142. 

Faetorenzirlemtng. Oefter als die TOilietgehenden Au^i^abeii» 
eim vieltheilige Grösse mit einer andern zu multipliciren, Kommt 
der umgekehrte Fall vor: eine vieltheilige Grösse in Factoren zu 
zerlegen, und da gerade hierin der Hauptschlüssel zu den Re- 
ductionen liegt, so müssen Anfänger sich darin einige Fertigkeit 
erwerben. Allgemeine Regeln lassen sich aber hierzu nicht geben. 
Ein wenig Umsiciit und Uebung ist erforderlich. Folgende Beispiele 
werden indessen seigen, wie nun dabo m Ter&hren hat * 

MultipUciit man die Grosse 8 a — 4eHh2 mit %abf so efluät 
man 9aaS — \%ahc-^%ah. Käme nun umgekehrt in oner Bech* 
nnn|^ der Grössen- Ausdruck ^ aah — \2 ahc-^-^ab vor, so würde 
ein nnr wenig geübter Blick gleich wahrnehmen, dass alle Theile 
dieser Grosse erstlich den numerischen Factor 3 gemeinschaftlich 
haben, weil alle Theile durch 3 ohne Rest theilbar sind, ausserdem 
aber noch den literalen Factor ah, weil auch dieser in allen 
' Gliedern vorkommt. Man kann also diesen Ausdruck als ein un* 
entwickeltes Product darstellen, oder in Factoren zerlegen , wenn 
man den, allen Thcolen gemdnschaftliehen, Factor 8aA. nevaushebt 
and vor cBe in Klammer geecUoesene Summe der eijgenthfimlidien 
Factoren % a-^i c+S seist Es Ist nämlich anf die einfimhste Form 
redncirts 

9 aa^— 13 a&<»+6 a6-i-8 a2» (8 a— 4«4-3) 

Eben so kann der Ausdruck xx-\-xjf in Factoren zerlegt 
werden, wenn man den, beiden Theilen gememschafUichen, Factor« 
heranssetzt; es ist nSinUch M+^'j/=^C^+jy). An&ger pücgen 
flwwdhnBeh bei folgenden Fällen , wo dc»r eine digenthümlShe 
Factor 1 ist, Sdiwiang^oeiten m machen: y.i'-\-y=^y{i -\- i); 
X x x= x(\ — «); -H fnx 4-n#"«(i 4;»« -+ w) ' • Von der mohtig- 
keit einer FactorenzerräJlung kann man sich leicht überzeugen, wenn 
man die Factoren wieder mit einander multiplidrt Beispiele: 

Zab + 8a«— 8a (6 2i?fi — 4l2i*2/2(ii— 2); 

» 



» » 
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NB. Setzt man einen ne^rativen Factor vor eine Klammer, so 
müssen offenbar die Glieder in der Klammer ihrVorzeichen umkehren. 

Durch die Zerle<^nnj in Factoren lässt sich ein Grössenausdruck 
oftmals sehr zusammenziehen und vereinfachen. So haben in dem 
folgenden Ausdiuck die beiden ersten Glieder den Factor die 
beiden folgenden Glieder den Factor b c gemeinschaftlich &c, hebt 
man diese heraus, so ist: 

abe — acc — 66c 4~ + <^^d — aed — hhd-\- hcd 

mmac(b'-c)—bc{b — c)-{'ad{b^e)-'bd{b^e) 

Hier haben alle Theile den zweitheiligen Factor b — c gemein- 
Bchafllich, setzt man diesen wieder heraus, so ist der vorstehende 
Ausdruck 



— (6— e) 



ac — bc-{'ad — bd] 
'c(a — 6)-i-d(a— 6)] 
[(a-b)(c-hd)] 



— (a— 6)(6~c)(c-|-(i) 
143. 

Wenn man eine Grösse mit sich selbst raultiplicirt, so nennt 
man (aus geometrischen Gründen) das eutsstehende Product daa 
Quadrat von dieser Grösse; so ist z. B. 8 8 oder 64 das Quadrat 
von 8; von 5 ist das Quadrat 25; die Quadrate von 1, 2, ^, ^, i&o- 
sind 1, 4, ^, i, das Quadrat von u ist aa (lies: aquadrat). 

Das Quadrat von ist ^ (lies: ein viertel aquadrat). Dies be- 

2 4 

achtet, merke man sich folgende zwei wichtige Sätze: 

1) Die Summe zweier Grössen (a-j-A) mit der Diffe- 
renz derselben (a — /A multiplicirt, giebt die Differenz 
ihrer Quadrate. Man nat nämlich durch wirkliche Multiplication 

(a-|-6)(a— 6)«=aa— 66 

Nach diesem Satze können wir also das Product aus der Summe 
und Differenz zweier Grössen orleich aus dem Gedächtniss nieder- 
schreiben. Beispiele: 

{a-\-a;){a — jr)==aa — xa; (a-\-i){a — l)=aa — 1 

(l-f-«)(l— «)*=1 — «J^; (2a-f 46)(2a— 16) = 4aa— ^ 

. 2) Wenn also umgekehrt die Differenz der Quadrate zweier 
Grössen vorkommt, wie aa — 66; 66 — y y &c., so kann man diese 
jedesmal in zwei Factoren (Summe und Differenz) auflösen. So 
ist z. £. 

7« 
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f»— «-■(«+<f)(ar--;?); — — 1) 

•a— 4r««»(aj-ha)(Ä — a); 1 — (1 — «) 

— t-(-+t)(-t) 

57.57^48*4d.(57 +48)(S7^48)— 100*14 

144. 

- IHMon, Die Division kann im Allgemeinen nur angedeutet 
werden, wodurch man GrSssen-Aosdr&cke in Bruchsfonn emSlt Ist 

B. B. a durch b eu dividiren» 00 schreibt man: ebenao 2ax 

durch 8^ dividirti a+b d«rch a — b dividirt: • 

1) Haben aber DividaidiiB md DiTieor IVastoren gemdnachafb- 
liohy 80 kiim man dieM gegen einander ausstreichen, weil der 
Quotient Ton der GrSsse derselben ««•K^ifaigig igt So iat i. 
(Ii 22, 2Z, 88)t 

ac ^ 2abc 2a ^ 2ahx 2 ^ ^ahh 3a6^ 

T""** 86c "*y' Zaabx'~Zä' Abc 2e* 

{d+h){a—b) . abja-i-b) ^ a , m(a-f 6) 



2) Ist der IMvidendns eine vieltheili^ der Divisor eine cfi 
theilige Grosse, so kann man mit dem DivifOr m jedoi Thdi dea 
Divi&ndna dividiren ({ 20> £a ist s. £.1 

c a . b € 

lab 2ab 2ab 7 

8) Sind beide, Dividendus und Divisor, vieltheilige Grossen« 
so ist nur dann eine Vereinfachung möglich, wenn ttne Factoren- 
aerlegung Stau findet (§ ä2i). So ist i. &: 

«6— CMT a{b — a) 
W— 6(6— «) 

86«— «s"^4^8fr— «)""86«^ « 
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»Äy— 3Ay// 36^(1— y) SA 
de — bcx er c(a— Jj: — r) a — Ar — z ' 

dag — 3aA 3q (2o — h) • 

« 

8«y»» 66y«— 3dry2 2yr(4a— 8^— jr) 2jfr 
^ ay+ty — av — tv ^yj a + 1) — v (a + 1) ^ (y— (a+<) — r 
AB+te — 2au— 2iu'^z (a + 0 — 2 M (a+Z) 2u)(a4-t) r — 2m 

iß+Ma 4- ^) ^ (a H- h) (a -j- a-h ^ ..^ 
da-A6 (a4-*)(a-A)-S=6 « 

mir — m m(z — 1) z — I ( — \){z — 1) l — t 

m — my m(l — y) 1 — — — y) y — l 

Brüche, ELat man mit Gröflsen- Ausdrücken in Bruchsfonn za 
feeimeii» to imden sie ^ans naob de& Hegeln und Gro a d s üteen 
der allgOEDdiMB BroolneMiiiiing bchndfck. 

145. 

U Addition und SubtracHon. Haben die Brüche einerlei Nen- 
«flr» 10 branohi man nur ihre Zähler algebraisdi zu addirai ad» 
mbtfaluxai und der Summe oder IMffinens den gemeimcfaeftKcben 
Neuner wieder imtenraeohidben. So iet s. B. (§ 42): 



b a+b m b a— 6 

- - - * • - -r — I 



e 0 e # 0 c 



2^2 2 



2 2 — 2 ' 

«i— r Ay . <g . by oö+em 0(a+jp) <Hh£ 

1 . ' 
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Haben die Brttche nicht einerlei Nenner, so pflegt man sie, der 
Gleichförmigkeit wegen, oftmals auf dneriei Nenner za bringen, 
öbgl«c]i dsäuroh die Ansdrficke mcht immer wein&cht wenden. 

ci C 

Um z. B. die beiden Brüche -r- und — r auf einerlei Nenner zu 

ö a 

bringen, mnltiplicize man ZShler u&d Nenner des enten Bruchs mit 
df des andern mit 6. Es ist nämlich; -^^-^ und ^ 
Beispiele: 

^-L.JL f^-U— ad+bü 
a . a .be a-^-bc 

i H«- 1 —2 

Sfl+ 9b 9a^%b^ S(8a-h 66) — 4 (6a-»2/>) 13^ 
4 3 12 • 

a , Ji'hb acd'\- b{a-\^b) 
b cd bed 

a a-\-h aa — hh — ah acd-\-al>~\-bi>-\-aa — hh — ah a{cd-\-a) 
TT TT—r — 



td bcd bed bed 

az a{z'i-i) az a 

atn üm^T' oii — can on 
• «-Hl m+n m+n 

' 140. 

2. JUtdHpliealUm und Dmiiatu, XJm zwd BrQche idC emander 
EU multipliciren, multipliclre man wie eewöhnlidiy ZShler mit 
Zlililcr und Nenner mit Nenner. Soll ein Bruch durch einen anders 
dividirt werden, so braucht man nur mit dem «w^gf^^^t^rtfln 
zu umltiplioixen. (§$ 44, 47.) Beispielen 



loa 

bam\bnuTx 5am 6ac 2aa 

2a,r 2aj; 2<wr Sic , 
X* sie""!" 20*— 

n mg «g 
f» «H-n-l-p f»-4-fi+p 

147. 

Folgende BMshitabeD- AiMdrficke wird em Getfbtefer alldii sa 

reduciren wieaen: 

l) «4-26— 5-hi; 2) a— 3) a— (— 6); 4) — a — 6| 
6) — a. — 1; 6) a'Y.4; 7) 3a.46.|c; 8) l<M;.|iyj 

9) |to.S«4; 10) yi 





— a 

-T» 


12) 


a 

—b^ 


It) 


—4? 


le) 


2a 
26» 


19) 




20) 


6abb 


as) 




24) 





2,) i+y, M) 

a -t-y a— y 

25) ojp-HÖoj? — 8«: +66«; 26) ^ay — i<xy4~<iyi 
27) 2a«-5&y-ie-(a«-16+56y);28) (a+()(a+&)s 

29) lata — |6äb^— 3atar+J62z) ; 30) (a* -h 6y) (aar — 6y) 5 

81) («4.6-f.c)(a+6-c); 82) (| + |)(^_|); 
88) 6006— lS<0r 4-806$ 84) «+«i«4-ii«+1M»; 

85) ;r- •ö) n— 5 iTJ 

« 

a-h6 • ■•^8a6«4-86«»' 4«y— löAiy' 
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... _ ticus .^y. a — X aa — 

a 8 ' 100 'V'^ioo/' 

. az + bc be + jx ..v 16a— 56 12o — 2t 

«)— 

52) 53) -AP^t ■ 



^ a(#— 



. 54) rra-^fc=^)l-!5=2+«*):i 
' VI • n — m j n J m 

gg -f- .r J . i t , gg — y 



• 55) f r gg + .rar 1 1 , gg — j-j- N g_ 

' aa — J ^ , f* a— « yi+a* 



/[- (g^t)(g^-6j:) 1 . \ 

Mm findet: 1) 2(a+^)— 5; 2) a^bt 8} a+6s 

7) 8a6c; 



4) od; 


6) a; 


Ö) 2ais 




9) 2t»; 


lO)-j-. 


IS) -1-, 




J4) 1| 


16) 1-1 


17) 2} 


18) 4j 




*t) It 


u) 

a — y 



H)^l 



Digitized by Google 



105 



24) 



27) ax^iOby; 



25) 56a? — ax—{bb — a)xi 



26) fiy; 



^'^^ 15- ' 



28) aa-\-2ab-\-bb; 
80) aad;.r — 66^y; 



31) aa-{'2ab'^bb — cc; 


32^ ^ — ^. 




33) 3a6(2a — 


4c+l); 


34) (1-f m+: 


ri4-^)ar; 




36) 1; 


37) 




38) a — bi 


3^5 


40) 


t , 

24?» 


41) l(a-h^); 




43) 


2a?«' 


44) f ; 




46) 


47) a; 


48 - — ; 


49) 


50) 


5t) £±-; 



52) a-h«; 



53) 



54) 



55) a; 56) 1. 



f ■ 
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Breisehntes Buch» 



T<m den 'Fnnctioiien und FonndiL 



148. 

L der mathematischen Sprache kommt oftmals der Anedraok vors 
eane QfÖBse sei eine Function Ton einer oder melneien andern 

Grossen, und dies soll dann so viel heissen: dass erstere GrTÖsse 
von letzteren, gleich wie eine Wirkung von ihrer Ursache (Ursachen) 
abhängt, und foiglicb mit ihnen in einem gewissen Zusammen^ 
hange steht. 

So ist z. E. die Grösse der Wurfs weite , welche eine abge- 
schossene Elanonenkugel erreicht, von mehreren andern Grössen 
abhän^, ivie i. B. Ton der Grosse der Kugel, von dem Gi^wichte 
dmelmm» von der Menge und Güte des Pulvers» yon der LSnge 
des Rohrs, von der Grösse des Richtungswinkels, von dem Wider- 
stande der Luft, von der Anziehungskraft der Erde &0. &c., weO 
alle diese Grössen Einfluss auf die Wurfsweite haben, mit ihr zu- 
sammenhängen und dieselbe bestimmen, und man sagt daher kurz: 
die Wuiisweite ist eine Function von den eben genannten Grössen. 

149. 

Zur grossem Erläuterung des vorstehenden J diene folgende 
einfache Aufgabe. 

Eine Zahl zu finden, deren 5ter und 7ter Theil zusammen ge- 
nommen 24 giebt 

Auflösung. Es ist klar, dass die gesuchte Zahl (x) durch die 
Bedingung der Aufgabe und durch die gegebenen Zahlen 5, 7, 24 
bestimmt» mit andem Worten eine FuifiCum toh b, 7, -24 iM^ et 
mm nimUeh seim 




hieraus: 7x-\-bx^3b'2A 
12ar-=840 
ar— 70 
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Hier haben wir freilich die fragliche Zahl ar"«"70 gefunden, 
'älem die Art und WeiBe^ das eigenUiche Gesetz (ForaieX Begel), 

«wie mit den Zahlen 5, 7, 24 gereelmet Verden mnee,' um die 
amdi ne bestimmte Grosse zu finden, konnte wegen der Verschmel- 
zung dieser Zaiüen in einander nicht hervortreten. Wollen wii; 
dieses Gesetz Mi&tellen, um dadurch eine klare Uebersioht Ton dem 

•'Zusammenhang zwischen Ursache und Wirkung; zu erhalten, nämlich 

'wie die Ursachen sich mit einander verbinden, um die durch sie 
bestimmte Wirkim? hervorzubringcTi^ so müssen wir bei der Reduo- 
tion der obigen Gfleichung auf .r- die dabei vorkommenden arith- 
metischen Operationen nicht wirklich vollziehen, sondern nur an- 
deuten, alsdann stellt sieh das fragliche G^esetz, wie die gesuchte 
Grösse von den gegebenen abhangt, dureh eine ForMl diuvwelofaa 

ri^. mit letzteren Tonnmehmendai Beohnungen m än^gn hg^ 

iU; der Gleichung ' L^^ J 

folgt nSmlicH, indem wir» um « mi den Nennern zu befrden, nlfc 
5*7 nmklplioiren» diese Operation aber bloss andeuten; 

Jetzt die Coeflkiepte« toh m addirt, jedooh nur andeuten^ 
kommt: 

(7-h5)«-»6*7*24 
. y^^. S«7-24 

♦ 

Dies wäre also die gesuchte FonMi oder das Gesetz, mm 
welchem wir mil einem Blick ersehen, auf welche Weise die ge- 
suchte Grösse X in unserer Aufgabe, aus den gegebenen Zahlen 
5, 7, 24 entsteht. In Worten ausgesprochen, würde es so lauten : 
man mußs alle drei Zahlen mit einander multipliciren und das Pro- 
duct durch die Summe der beiden ersten dividiren. 

150. 

Es ist leicht einzusehen, dass das Gesetz, nach welchem eine 
Grosse von anderen abhängt, nicht durch das absolute Quantum der 
letzteren, sondern bloss durch die Beziehungen, in welchen sie mit 
eieterer steheiiy ^bestiDmiit ist. Würde iL £ gefragt: welche 2SaliI 
ist est deren Ster und 4ter Theil znsammenaddirt 21 giebt, eo finden 
hier ofienbar unter der gesuchten Grösse und denen» von welchen 
eie eine Funetion ist, ganz dieselben Beziehungen und Schlüsse 
wieder statt, wie in oer Aufgabe des vorhergehenden §. Man 
bnmdit also anoh mir in die £iri entwiekelle ronatik 21 statt 24 
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^^^^^^^^^^^^^^^ 

und S, 4 statt 5 und 7 za setzen und die angedeuteten Beoha||lg^^ 
sa yoUziehen, um die fragliche Zahl (36) zu erhalten. 

Man kann also auch, um das Gesetz, nach welchem eine Grösse 
von andern abhängt, zu finden (was bei allen mathematischen 
Untersuchungen inuner die Hauptsache ist), die mit einander in . 
Beziehung stehenden Grössen einfacher und, um ihre Verschmelzung 
zu verhindern, vorläufig mit ailcemeinen Zeichen andeuten, die Be^ 
Ziehungen (Bedingungen) durtm eine Gl^ohung ausdrücken und 
diese dum auf diejenige Grosse reduciren» für welobe man die 
Formel sucht. (Vergl. S 133.J 

Die Schlüsse , weloie bei der Anflösunj^ einer so allgemein 
ausgedrückten Gleichung gemacht werden müssen, sind onenbar 
ganz dieselben, als wenn statt der Buchstaben bestimmte Zahlen 
ständen, nur mit dem Unterschiede, dass wir hier alle vorkom- 
menden arithmetischen Operationen bloss andeuten, die erhaltenen 
Buchstaben- Ausdrücke aber immer möglichst reduciren, um alle 
unnöthigen Rechnungen zu entfernen. Die vorhergehende Auigabe 
kdnnen wir allgemein so ausdrucken; 

Eine Zahl zu finden, deren mter und nter Theil zusammen addirL 
agiebt. . > . • ' rTigjk 

Aullfiaoiig. Sei a die fragliche durch fn, a bestimmte Zahl, 

■o deutet — den mten und den ntea Thal derselben an» und 

m n 

die Bedingung der Au%abe ist dargestellt durch die Gleichung; 

k , m ' 

— H — a 

m n 

Um hier m icai den Nennern au befimen, mnltiplifliren wir & 
ynae Gteifihnng nnt awy lo kommt 

■ 

nx 1^ amn 

Femer, die CoefHcienten von w addirt (den gemrfniifhafMkilwD 
Faetor « auf der linken Sdite herauBgesetat)^ kommt: 

(n+fn)«aBmaa 

Jetrt dnidi den CMBoienten n+m dMSittf bii maai 

mna 



161. 

Aufgabe. Die Zahl 140 in zwei Tbeil^ an tbellen« die tiob 
wie 2:5 Yerhalten» . 
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Auflösung. Die Theile sollen rioh wie 2 : 5 oder, was dasselbe 
M, wie 1 : 1^ ▼erhalten (§ 65); heiset also m der eine Theil» «o itt 
§9 der aadere» folglich: 

7jr=280 
a:=40 (der eine Theil) 
und |4;a»100 (der andere Xheil) 

Aufgabe. ]Bine Zahl a in zwei Theile zu theilen, die sich wie 
mm verhalten. 

Auflösung. Da sich die Theile wie m:m oder, was dasselbe 
» 

iet» wie 1 : - verhallea» ao let» wenn # der eine Th^ der 



m 



andere, daher: 



mH — 

m 



ttokiplidit mit m kernnit: nw+rusmmma 

ma 



mithin der eine Theil: a- 



imd der andere Theil: -^«i^— 



m m-i-n m-f-» 
Ali Probe der richtigen Beclinung müssen beide iur g nnd- 
—^ireiundenen Ausdrucke, namilcn: — j — und — r— » zusammen 
•ddir^ die GrSese a wiedergeben. JDke iet auch der Fall» dennt 



ma 



I na a(m-|-n) 



m4-ii «i-J-n m4-« 
162. 

Aufgabe. Eine gegebene Zahl a in drei soldie Theile SB 

theilen, die sich wie die Zahlen m, p verhalten. 

Avfldsiiiig. Die drei Theile sollen sich wie ii» oder» wae 

dafiseibe ist, wie 1, verhalten; heisst also x der erste TheiL 

Hl m 

•0 Ist der zweite, der dritte, und da alle drei zusammen 
«ein nfiasen» lo hat man: ' 
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#H f-^=aia 

m m 

UiOD diese Gleichung auf a za redaoirea» omltiplioire maii 
gViM Gleiebong erst mit ao kommt: 

Die Coefflcaenten von « addirt, konmUx 

alio dw ento Tbeil: — !^ , „ 

1» . n fTia na 



» dritte n — — ^ = — ^ , 

Soll z. E. 100 in drei solche Theile getheilt werden, die ndi 
wie 2:5:8 veriiakeii, so ist hier: a^^lOO, m«2» nmmi, pmoel» " 

mithin der erste Theil 2-^ = 20; der zweite 5*10M50i der 

dritte 310-»30. 

153. ' 

Aufgabe. Eine Zahl a=!l0o in zwei solche Theile zu theilen, 
dass, wenn der eine Theil durch 7»== 5, der andere durch 1}«^ 
dividirt wird, die Summe der Quotienten 6» 17 sei: 

AußSmmg, Sei x der dne, fokdidi (a—«) der andere Thei^ 
■A itai. wnmm Imttk fiedlmnBS'der Au&abes 

m n 

Die ganze Gleichung mit mn multiplicirt, kommt: 

Jetzt die bekannten Glieder yon den unbekannten gesondert! 



(w m )jf m(fi6— tt) 

m(«6 — a) 
n — m 
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kdiiteiifird«ii einen ThepjrgeAmdeimAiMdriiek 

.■ ^ von o, 80 erhalt num auch die Formel für den andern 

Theü a— 4R. Es ist nämlich: 

Dieser für a— « gefundene Ausdi-uck lässt sich aber noch 
bedeutend MtSatuot wenn man ihn auf einerld Benmnang bringt, 
nlmliohs 

a(n — m)r—m(nb — a) 
n — m 

IXe Kkmmetn «i^eldsts 

an-^äm — rnnb-^-am 

a^igmB— 1— 

n — m 



•I— m 

Um sich zu überzeugen, dass man keinen Rechnuncrpfehler 
bedangen habe, müssen die beiden für x und a — a gefundenen 
Ausdrücke zusammenaddirt die Grösse a wiedergeben. Diea ist 
auch der Fall, weil: 

m(nb — o) ^ n(a — mb)^ mnb — ma -\-na — nmb 

n"^i» II— »— «i 

na — ma (n— m)g 

154 

AnfjpilMb. Es hat Jemand in veanehiedenen Termhien mehim 

Zahlungen zu leisten: eine gewisse Summe s nach vt Monaten, 
eine andere Summe a' nach m' Monaten, eine dritte Summe 
nach m" Monaten &c. Der Gläubiger wünscht die ganze Summe 
«-^-«'-f-»"-f-« • • auf einmal zu erhalten. Nach wie viel Monaten 
muss diese Zahlung geleistet werden, damit weder' der eine noch 
der andere Theil Sdiiäen leidet? (GrSaaen einerl^ Art pfle^ man 
oft dnroh dieaelbenBoefaatibenna beseiohnen» ondifareVeanehieden- 
heit durch Strich« anmdenten» wodnrdi der Ueberblick offenbar 
leichter wird, als wenn man Innter Teradiiedene Boohataben ge* 
Imnchen wollte.) 

AuflSaung. Um leichter auf den Ansatz zu kommen, nehme man beliebige 
monatUche Procente an , und setze den Gewinn , den ioo Thk. in 1 Monat 
bringena-pt der Nutzen, wichen der Schul^nv Toa der entaach m Monaten 
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SU besablenden Samme « siehen könnte ebenso ist der Nutzeui den die 

luv 

swwte naeh m* Moaatoi mbtBaUoidBSiiiDae bringt » fto , lo da« alto 

JÄ'*"^i^'*"~U^'*"' ^ NtttiÄ aller temUaaireiae beiahlendaii- 

Pöste ausdrückt Die Zeit, wo die ganze Snmnie ^^f einmal 

bezahlt wird, musa nun so weit hinausgesetzt werden, dass die ganze Summe 
erst einen dem obigen gleichen Motzen bringen kann. Heisst also diese Zeit 

.Ol» spm sW . . 
100 — 100**" 100 .100 

Alle Glieder haben hier denFMStor^ und danKouMV 100 gemeinscHaMidk 
Hast man dieee ab fibecflfisug weg» indem man dia |pMue Gleicliung mai 

—niltvlioirt^daaiiaafb^Ulai Seiten diii«li«+«'+«^4*'*/dmdiil|aalDMMls 

Ifan eielilalfD, data die geeoehteZeit aiM'vaB|v«MUiingU^F^ 

ilt In Worten lautet dieee Formel : Man mu:$s die an beiaUenden POita nÜ 

den in einerlei Einlioit ausgedrückten Zelten multipUciien,nnddia8aaMnadiaiar 

Produete durch ilie Summe der Pöate dividiren. 

Beispiel £& bat Jemand folgende vier an einem Tageaasgestellte Wechsel 
ohne Zinsen au lahien: 300 TUr. naeh 14 Tagen: 200Tliir.flaaba Woeben; 
15(1 11ilr. nach 2 Monaten, und lUO Tblr. nach Jo Tagen ; alle PSste ioIliB lül 
' besaklt weiden, welchen Termin ^i) wbm man aetaanf 

ikatwert. ffiariak: 

a.000 r— SOO a*— tlO a*- 

■1.14 m'~21 m"'-«60 m"'«28 



«8i-*4M0t a^'— 4100; «*^«'—0000( 
aM-«^'+«^'' 20200 
. •+«'+t"+«^i.-760 

20200 ^ . , . 

•—-^—27 Tage (beinahe) 

• ■ • • 

* Amnarkung. In allen FSUen, wo eine zu suchende Gh-Össe nur idninliar 

Function von einer andern ist, wie im vorhergehenden Beispiel x von />, hat 
letstere Grösse auch nichts in der Function su schaffen, und muss nach gehöriger 
Bedttction immer wieder herausfallen. So ist a. K der Warth dee sohlecl^ 
MdudrUü Ansdnidu: 



Qv eelieinbar. afaotaitioii m o, 6, m, «. flatal mm B.B. rn^l^ «o 
man statt b, «Mtaan, waa man will, dir iundraak giebk doch ' 

nur Ii* 

Ebenso ist der Ausdruck ^ (a+^)+w(^ — ^^'^ ^ nnabhiingige 



* Der Ausdruck ISsst sich (durch Einrichiin der Qf0iM In dar 
Klammer) aof doi einfadien { jadnoran» 
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15&. 

Wenn eine Grösse eine Function von mehreren andern Growen 
itif 80 ist auch omgekehrt icde der letzteren eine Function ¥ti» 
allen übrige So ist z. B. m Zinsertrag einee CSapMe eine 
Fnnetion von dem angelegten Cnpital, von den Frooenten« m welchen 
ee belegt wird, und von der Zeit, während welcher es steht. Um- 
gekehrt ist aber jede der letzteren Grössen, z. B. die Zeit» in 
welcher ein gewisser Zinsertrag fällig wird, durch die Grösse diesee 
Zinsertrags, des Capitals und der Proccnte bestimmt. Kann man 
nunzwischen mehreren zu8ammengehÖrigen,durch allgemeineZeichen 
angedeuteten Grössen eine Gleichung aulfinden, und diese dann auf 
jede der, durch einander bestimmten Grössen reduciren, so erhält 
man eben so viele Formeln, welche dann eine klare Uebersicht 

Sbcoy wie pede GrSue von den mit ihr verbundenen abhängt und 
raiie bestmmit weiden kann. 

156. 

Aufgabe. Wenn die t? jährigen Zinsen eines zu p Procent be- 
legten Capitals, C, zum Capital geschlagen, und die Grösse dieses 
neuen Capitals mit C bezeichnet wird, so ist iede dieser vier 
GrSeeen n, C, C eine Function von den drei Übrigen. Et wer* 
den die -Fomeln denelben ireriangt 

AuflBsimc. Der Antdmck : ^ gldlt iBe « jOurigni 2Smm and fbläKoh 

Cfm 

C+ Capital sammt den n jährigen Sasen dar, aad da diaie QfBiM daieh 

C besciehnet werden «oU, so hat man sogleich: 

^ luo 

Um diese Gleichung auch auf C, p und » aa redoeiren, maltiplifiice 

ant auf beiden Seiten mit luo, so kommt: 

lOOC+Cpn— lOOO 

die CoaffiBteBtan von C addirt, kommt : 

(100+jpn)C— lOOO» 

Jetsct durch den Coefficientea ^ IQOC* 
von C dividirt, kommt: 100 -f-np 

Am der üleichitng : 100 C+ Cpn « ICM) C 

folgts CSp»— lOOC— lOOO 

dnrehC» dividirt, kommt: ^^ 100(^ Q 

durch Cp dividirt, kommt auch: «lü^^-S 
Sie Twiaiigtea Formefai sind alsoi 
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»-0+^ 0) 



0-^- ■• <4 

iooc(y-0) ^..(3) 

lootfy— c) 




BaiapUL Wie gross muii du C^^itol i^i^elp^?."^* ^ttrig« 
« w weuiiit, ein Capital von 762 Thir. giebt? 

100.762 ^ 76200 
0— 100 + 6. 4^"* U7 
C-i600Tblr. 

Wie lange muss das Capital von 600 Thbr. sa 5 •/. auf Zinsen stehen, 
an Capital und Zinsen 800 Thlr. zu erhalten? i ' 

Gegeben:C— 600,i>-5,C— 800, getmeht«. IWi «Vwnrt 4 irtt 

100(800—600) 

157. 

Aufgabe. Jede der folgenden 8 Qlel<Jhnngen auf 4r n redneiMt 

• • * 

AuOBtnaig» Eaftlgtanat 

otn m — ,__ • 

7. — 



I 
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Vimiehntes Bneh. 

4 

Gldchimgea ersten Grades mit mehreren unbekannten 

158. 

In allen TheOen der angewandten Mathematik and nam^ ^eh 
auch in allen Theilen der x^aturwissenschaft, wo man nach Natur- 
gesetzen forscht, konmien oftmals Falle vor, wo mehrere unbekannte 
Grössen gesucht werden, deren Zusammenhang unter eich und mit 
den bekannten Grössen nicht durch eine, sondern durch mehrere 
sosaaiiiiengehöri^e Qlddiiuigen (Bedingungen) gegeben iat, ant 
weiekendie iiiibwuuile& GrosBen eo bemnmt weraen mÜMiDy das» 
iie allen Gleichungen zugleich Genüge leisten. 

Seien z. E. folgende drei zusammengehörige Gleichonffen §6- 

feben, mit der Aufgabe, die Werthe der darin vorkommenden un- 
ekannten Grössen ^, y, ^ so zu bestimmen, daM sie, subetitiiirty 
eile drei Bedingungen zugleich erfüllen: 

«+y+«— 14 

7#— 2j-i-3j5»=25 (i) J 

Diese drei Gleidningenkami mm noli ans einer Anfj^abe^ S.B. 

ans folgender entstanden deidcen: Es werden drei Zahlen von der 
Beschaffenheit gesucht, dass erstens, die Summe aller drei» 14 ist; . 
SW^tens : das Zweifache der ersten, plus dem Fünffachen der zweiten, 
weniger dem Vierfachen der dritten soll = 1 sein und drittens : das 
Siebenfache der ersten weniger dem Zweifachen der zweiten, jdna 
dem Dreifachen der dritten soll = 25 sein. 

Diese drei zu erfüllenden Bedingungen sind, wenn die gesuchten 
ZaUen vorläufig mit x, z bezeidmet werden, durch ooige drei ^ 
Gleidinngen dargestellt 

Um iioh snvor an flberzengen, dass die Werths, wdehe.atatt 
thtf9* gssetzt, wohl der einen ^er dsrandem Gleichung Gent^pi 
Ittsten, deshalb abernoeh nicht für alle passen, wollen wir einmal «mb5, 
^«3, z«a6 annehmi^ Die Probe zeigt, dass diese Werthe wohl 
* fiir die erste und auch für die zweite Gkichung passen, jedoch nicht 
die dcitt^ l^ediBgiBngweyfiÜlaa. nnd deahaib niohi die rechten and. 
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D!e Werthe tob Xf ff^ tf weldie alle Bedmrnin^en . crAiDen« 
durch Versuche finden zu wolleo» würde nicht allein einen groupen 
Zufall und Zeitverlust yonuMsetzcn, sondern in vielen Fällen selbst 
unmöp^lich sein und man kommt deshnlb auf den Gedanken: ob sich 
niclit ein alljjemein anwendbares wissenscliaftliches Vertahren er- 
finden lässt, nach welchem man aus mehreren zu8amniengehöri<]ren 
Gleichunn;cn mit eben so vielen unbekannten Grossen, diese immer 
mit Sicherheit bestimmen kann. 

Solche sichere Methoden giebt es allerdings m^hrer^ Tonjmil i 
wir jedoch nur folgende drd, als die gewöhnlichsten^ mitlheilea 
wollen. Der An&iger aber mög« emt selbst Tenachen» ob er dntt- 
solobe Methode angeben kann. 

Erste Methodje. JSMminatkm 4ureh SuhUäuUmu IHe geg^ 
benen Gldehangen sei^: 

-|-y -|- 2«= 1 4 ••••••••«•• (i) 

' 2.r-f 5y~42:=l (i) 

. ^ ^ 74r-2y4-3^-25..., (i) 

Wir schliessen nun so: da jede der drei unbekannten Grössen 
(z. B. a-) in allen drei Glachuugen dnerld Werth hat, und dieser 
aus jeder der drei Gleichungen gefunden werden konnte, wenn die 
beiden andern (y, r) erst bekluant wären, so können wir eine der 
(dazu bequemsten) Gleichungen auf die eine unbekannte Grösse (j;) 
feduciren und den für x erhaltenen Grössen-Ausdruck in die beiden 
andern Gleichungen anstatt setzen (substituiren), wodurch x aus 
diesen beiden Gleichungen herausgeworfen (eliminirt) wird. Hie- 
durch erhalten wir also aus drei Gleichungen mit drei unbekannten 
Grössen, .r, i/, z, zwei neue Gleichungen mit nur zwei unbekannten 
Grössen, z. 

Nadi demselben Verfahren, welches man Elimination durch 
Snbathntion nennt, kann man ans den beiden neuen Ton a befreiten 
Gleiehungen, indem man eine von ihn^^eder aufdne swdte 
unbekannte Grösse, z. B. auf y, reducirt und den für y erhaltenen 
Grössen- Ausdruck statt ?/ in ^e andere substituirt, wieder eine 
neue Gleichung bilden, welche nur noch eine unbekannte Grösse, 
enthält; diese kann also berechnet werden, und durch £ÜGkwäxtf> . 
substituiren findet man dann auch die beiden andeczk . 

Aus der ersten Gleichung folgt nämlich; 

* 4P— U— z '•...••.(O 

Setzen wir nun diesen für « erhaltenen Grössen -Ausdruck 
t4 — V — ^ in tlie beiden andern Gleichungen (2) und (3) statt je, 
so wird durok dies^^^tdUlTertietung daiana s «inunirt^ nämlich: 
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1(14— jr— O+Äf'--^*— 4 ' - * 

7(14— y— •)--2y+JUf-.25 

•der, indem man die Klammem anflSBi imd {^qdmaimge Ofieder 
'iManmienzieht Aa, ein&eher: 

8y-6^=-27 

• . 9y + iB-«73 ...•(&)/ 

Jetzt eine dieser beiden neuen Gleichongem s. B. (4) «■£ f 
redudrty kommt: 

^«5=2-2.-9 (O 

Diesen fOr y eriudtepm Anedmok 2g — 9 etatt y in (5) eob* 
idtairt» kommt: 

9(li— 9)4-4r — 7S (•) 

Diese sogenamite Endgleichung auf z reducirt,, giebt: 

Uf— 154 

Sukstituiren wir nun rückwärts diesen fiir z gefundenen "Werth 
in (4'), 80 ist y—2*7 — 9 oder 5. Endlich beide für 2; und // 
erhaltiieHia Werthe in (r) snbetHnirt» erhalt man anoli #m2. Es 
nad altot 

mmmt* y^ü; zmml 

die drei gesuchten Zahlen, welche die au^estell^n Bedingungen 
eriiiilen. 

. Es iet leicbt einraseben , dan die eben gesefgle AnflSnnigniefiiode auf 
jede beliebige Anzahl Gleichungen mit eben so vielen unbekannten Grössen an- 
wendbar ist. Hütte man z. B. sechs Gleichungen mit sechs unbekannten Grössen, 
x, «, o, ir, so könnte man wieder eine derselben auf x reduciren, den 
l%r 9 erhaltenen Ausdriick in die übrigen fünf Oteiehnngen snbstitoiren, 4tiiB 
eine dieser fünf neuen von x befreiten Gleichungen wieder auf eine andere un- * 
bekannte Grösse, redactren, und den für y erhaltenen Ausdruck in die übrigen 
Tier Glelefaoiigen lab s l HuiM B «. s. f., bis man anf die &idg!«ebung konunt» 
w^che nur noch eine unbekannte Grosse enthält, und nachdem diese berechneti 
findet man durch Rückwärtssubstituiren auch die übrigen. Auch wird dieses 
Verfahren nicht erschwert, sondern gerade umgekehrt erleichtert, wenn eine der 
MMBtMilea SiOweii nicht in allen Gleichungen toikmnml' A^^<^tt"«l wird es 
am bequemsten sein, diejenigen unbekannten Grössen, welche in den weDigstett 
Gleichungen enthalten sind, zuerst zu eliminiren Seien s. £. die Werthe von 
m, y, s, V au(| folgenden vier Gleichungen zu bestimmen r i 

3a;~ 2v — 13 •••••••(1) 

2y + 3t7 = 1 

6y— 7«— 25 <>•••••••(•) 

ly— te+^— 0 ^••••«••••(4) ' 
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-•-2±?!... 00 

WSre nuQ auch in einer der drei übrigen Gleichungen die unbekannte 
Grosse X enthalten, ao würde man sie durch die Substitution des für dieselbe 
erhaltenen Ausdrucks (I ') daraus eliminiren ; da aber x in den übrigen nicht 
Torkommt . so flUlt auch diese Arbeit weg. Man elinunire lüso am den drei 
ftbiumi Ofeidiiiniendie CMStse s. weil diese ir üb iwii Gtoiehunaen turtawnmtt 
«•MteaidfihSggielifei 

<30 

Diesen für s erhaltenen Ausdruck in die beiden übrigen substituirt (hier 
blfiss in i4)j weil die iweite Gleichung kein » enthält und nur wieder ab- 



oder ein wenig geordnet, den Nenner 7 fortgeechaffi imd die Klammer enfgelöstt 

— 9y4-35t> — 150 (P) 

UenidieiwwteGleieliuig: ^+3«— 1.. 

Ans (2) folgt: 

F— — 5 — W 

diesen iür y eriiaUeoenAmdraek ia (|ft)eabitituivt» kämmt die fiai^teiehungt. 

-»(^)+8«e— IW (W 

Wecani: — »+27v+70v=— 300 

i: a 



Dm Wev& von e <iO eobetitiiir^ könnt: «p. i| 

4in TOD f in (30 vnd den Toa 9 in (10 «Mtairt» koBunt: 

r 



Die gesuchten Werthe, welehe ^ fi 
IBgleieh erfüllen, sind alsos 

m^^% IT— ft; e— 4^ 



IM. 



Zweite Methode. Elimination durch Heduetioiu Die ge» 
gebenea GleichuQgea 9fiie8 wieder x 



Digitized by GoogI< 



119 



(1> 

(8) 




«."■14— y— *T 



-i^^^ (O 



Man redudn, wi« hier nebenstdieiid »gedeutet, jede der gt- 
gebeneA Gleichungen auf eine nnd dieselbe unbekannte Ghrtee,^ 
Dtk nun .r m allen Gleichungen denselben Werth hat, so mÜBseit 
weh alle drei für x erhaltenen Ausdrücke (2^, (3'^ noth- 
wendlg einander gleich sein. Man kann sie also paarweise einander 
gleich setzen, den l'sten dem 2'ten und den l'sten dem 3'ten (oder 
auch den 2'ten dem 3'ten). Dadurch hat man also aus den drei 
gegebenen Gleichungen mit drei unbekannten Grössen, zwei neue 
Gleichungen« (4^(5), abgleitet, welche nur noch zwei unbekannte 
enthalten» niitiMokf 

(4) U-y-«-*-=lÄ±lf| y- 9 + 2z. 



Zz 



Jede dieser beiden neuen Gleiehimgen fedncire man wieder 
(wie nebenstehend angedeutet) auf eine andere unbekannte, y, und 
bilde auB den beiden für y erhaltenen und gleiohwerthigen 
drücken die Endgieichung» nämlich: 



7S— 4s 



hieraus folgt und durch Büokw&rtasubstitiureB in (40 und (l^)^ 

yaas5 und .7 = 2. 

Hinsichtlich der allgemeinen Brauchbarkeit dieser Methode 
gelten offenbar diesdben Bemerkun^n wie in § 162 und man kann 
s. B. andi nftoh dieeer Methode die Weithe wm x, z, v mu 
Iblgenden ner GkiehungtB besdmiBeii: 

13 + 2» 



t«^2o— 13 
2^4.80—1 

f— 7if-«25 

s«+lSy-^ts«o 



8 

1— 8« 



(0 



..<«) 



6«— 25 , , 



3^ + 5» 
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» 

Dir iMiden Aufidrücke yon z gebeni ■ ' 

Db AmdriMn für ^ am (5) und (2) golMnt • 
160 4-35» l— 3» , 

~T r-»"»«~'« — • 

ÜmWertk ton 9 üi (t) imd (2) RibtlitiiH ]mnBl««»Si»y«Hli 

•tu (S) ibigt dUHl »aatO« s 

164. 

Dritte Methode, Elimination du rch A dd ition oder Subtractioru 
Diese Methode ist im AUoremeinen die beste. Da die Werthe der 
anbekannten Grössen niclit verändert werden, wenn man alle Glieder 
ttner Gleichung mit einerlei Zahl multiplicirt bd«f difidirt» ao kjMUl 
man dadurdi leicht bewirken, data die sa eUmimreiide OrSaae in 
Bwes Ql^ohnngen denaelben Coefficlenten bekommt. Ist diea aber 
der Fall, ao' brnucht man offenbar nur die beiden Gleichungen von 
einander zu subtrahiren, wenn die ^leiehgemaofaten CoelusieBten 
einerlei Vorzeichen haben; und zu einander zu addiren, wenn sie 
verschiedene Vorzeichen haben; in dem einen oder andern Fall 
erhält man aus den beiden Gleichungen eine neue, welche die durch 
Addition oder Subtraction eliminirte Grosse nicht enthält Eben so 
kann man mit je zwei andern Gleichungen, in welchen die zu eil» 
minirende Grösse vorkommt, verfahren, und ao aua n Grlciobungen 
n— 1 neue bilden» welche ^ne unbekannte GrSaae weniger hafoL 
Daaaelbe Verfiihien auf die eriialtenen n — 1 Gleichungen angewandt» 
giebt n— -3 Gkicbnagen Sbo*, wie fblgendea Beiq^iel ae^s 

14 ,..(1) . . 

2«+5?/— 4;r-=l ..•..(!) 

7jy— 2^4-32:— 25. ., (j) 

— 8y+(te— 27. {«) 

9y+4g— 73> .....W 

22a— 154... (•) 

fllaoi awT; y<— 5; «■■2. 

Um aus den drei gegebenen Gleichungen die zwei neuen von 
m befreiten (4) und (5) zyi erhalten, verbinde man durch Subtrac- 
tiöa die eiate wwr mit 2 nuiltiplidite Gldchun^ mit der «weiten, 
imd dann wieder die erate sdTor mit 7 multSplieifta 61eidiuii|g mit 
der drittM. Dieat leichten Rechnun^n, welche wir hier noch an- 
deuten wollen, laaaen sieh meisteoa leudit im Kopfe auaf&hvan. Man 
km nitaniieh die ante Glaiehwwg 2 multipiicirti 
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2d? + 2^ + 22:-= 28 (tO • ' 



•ubtr.:» -|-2j?+5y— 4*—- M (1) 

konntf — 3y-h«*— n •.....(«) 

Di« «nte mit T mnltiplMsiito Gl«idiiing gioU: 

7jrH-7y4-7-?=98 (i'O 

•abtr.; 7« — 2y+3z— 125 (i) 

73....... (») 



Man hStte anch, statt aus der ersten und dritten, aus der zweiten 
und dritten Gleichung eine neue von x befreite ableiten können, 
indem man, um x in (2) und (3) gleiche Coeificienten zu geben, 
die zweite mit 7 und die dritte mit 2 multipHcirt. 

Um aus den beiden Gleichungen (4) und (5) eine neue von y be- 
frei^ Gleyshang zu erhalten» miuüplicire man (damit y in beiden 
gl^ohe Coeffioieiileii bekoonit) Ticrte (In Gedanken) mit 8 nnd 
ftddi re sie dann <weil die Vorzeichen yertohieden sind) zur fiinften» 
■0 fiUh y herana und man erhält die Siid|^eiohiing (6). 

1^ kil (4) mit 9 miüdpUcirt: 

— 9y-fl82=-81,.,....,.V..(*) . 
■ddirtt 9^+ 4«-b7S ...••.,.••••(•) 

• 129^164 

Aus dieser End^leichung folgt z-=^ 7 und diesen Werth von t 
in (5) oder (4) nibetitttirt ^-«5; die Werthe tob z und y in (1) 
geaetzt: a;»2. 

Beispiel. Es seien die Wertiie von »fyp*,v aas folgenden 
jrier Gieiobiuigen sa beatimmens 

S«~Svm1S ^ 

2y + 8»— l .-^-Wl 

«y— T#— W (1) f 

Sy— 6z-f5»— 0 (4)J 

Die unbekannte Grosse x kommt nur in mar Glodkung vor 
und kann daher nieht eliminirt werdeik Weil mm y md v in drd» 



• Beim Sabtrahiren mw »an den Sabtrahendiis mit aitt gdu fc i i j lBiTe 
■tlAm daaiMiniieadaskiiiaufijfea. Ea ist aiiidieh (j 14a) « 
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t über nur iii.xw«i OiMMofgen Torkommt, so ist es offenbar kürzer» 
erst g fu «Unniufeii» Mtn imldpliioirg also die dritte G^fllmiig imt 
6 mid die vierte ndt 7, dadurch bekommt z in beiden GletehiiBiffeii 
gleiche Coefifidenten (6 -7 »7 -6=42) und weil dieee dnerlei Yor» 
leieben haben* eo tpbtiahiM man tie von eimmder» ae kommtt 

9y— 35l'=150 (*) : 

hiezu: 2y 4~ 3^ ^ • (0 

ü— S 

Den Werth von v in (2) und (1) substituirt Ae^ kommt: 
mm^Hi y««6; ««0; «— ^S. 

166. 

Aufgabe. Die Westhe von <» v ana fidgendea aimammTift- 
f^Srigea Gleichungen au finden: 

«+ yH- 1« 

■ — ^+ y4-2;rH-3t^=33 

3«-h4y— - z—2v=— 4 (4) J 

AuflSsting. Die Gleichungen (1) und (2) addirt, geben die fünfte; dann 
die zvreite01eichim£^mit2 muitipiicirtundzar dritten addirt, kommt die sechste; 
die zweite wieder mit 3 multiphoiii aad aar vjerten addirt, kommt die tiebente 
aeae Gloichiuigi nUaiüfth? 

2y + d«+4o»49 (•) 

7|r+9». ...(•) 

7y4.fi«+7«i«e5 (7) 

Weil hier v nur in zwei Gleichungen rorkommt, so moltiplicire man (6) 
apHl aad (9]^ «at4 aa4 aaUMhln» so kaaaat t 



-14y+ 97 (.) 

Umat 7y+ei«66 (t) 

Jetst die untere Gleichung mit 2 multiplicirt und dann sa (8) addirti 
hsMimt die Ea^ lMe haag» 

dsof B^^i 9-*)t *^7| ••■l. 

16Ö. 

Wenn eineGleichang nnr eine unbekannte Grösse enthält, so kann man die 
dadareh TSUig bestiinaite GriSsse darans berechnen. Weil mm, wie finVoilier- 

f>henden gezeigt, aus n Gleichungen mit n unbekannten Grössen allemal eine 
ndgleicbnug abgeleitet werden kann, welche nur eine der unbekannten und 
mithin betiimmtenGrösaen enthält, und dann durch Bfickwärtssubstituiren auc^ 
lade der fibrigen unbekannten Grössen durch eineOlsichung bestimmt und 
■Hat inid| so ist aiakaiBblsadi dass die Werthi fün a awekaaatsa GiAmh 
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▼Sllig bestimmt «ind und immer gefanden werden kSnnen , wenn ro ihrer Be- 
■timmung eben so viele von einander unabhängige und sich nicht wider sprech end^ 
Qieichuugen gegeben sind. Aus diesem Grunoe nennt mau auch aUcAufgal^c« 
kettimnUe^ wenn sich aus den Bedingungen denelben just so viele von einanddf 
«nabhängig« Qtoiqhnngtn bUdnn iaMeOi «!• tie mibekaaBte Gsöstoi rafiadm 
veriangca 

Anmerkung. Bei Anwendung der ^zeigten Eliminationsmethoden mnss 
man immer a/(« Gleichungen berüc^ichtigen; denn hätte mau z. B., statt wie 
in eben getSster Aufgabe saTerfUnen, die ente Gletebnngmitder sweiten, die 
erste mit der dritten und dann die zweite wieder mit der dritten verbunden, 
Mithin die vierte Gleichung ganz unberücksichtigt gelassen, so hätte man dadurch 
tllordings auch drei von x befreite Gleichungen erhalten, die dann aber weiter 
behandm, auf eine i Jaetfid i^ Gleichung, d. h. auf eine solche führea Bussen, 
die etwas schon Bekanntes sa^, nämlicn: dass jede Grösse sich selbst gleich, 
eder das 0>"0 ist. Dieser Fall, wo man sich gleichsam im Kreise dreht, pfl^ 
indeaaen bei verwickelten Untertucbungen seibat Geübteren zusuatoaseiv 

167. 

Wenk A3i aber ana den Bedingungen einer An^be mU^ ao Tiele 

Gleichungen bilden lassen, als nnbekaonte Qi6iaen verlangt werden, so h^al 
die Aufgabe eine wibeetimmUy und zwar aus dem Grunde, weil man dann den 
Bedinffungen der Aufgabeeder den daraus gebildeten Gleichungen, auf mehr ak 
ctee, eRaMde unalhlig veiachiedene WeiieGeofiB» leiaten kaaiK In dieManJMü 

~ - 'r fflff^ri MIth 



bleiben nämlich so viele unbekannte Grössen unbeatiBHaty 
anaonefamen, als Gleichungen zu wenig sind. 

Würde s. E. die Angabe gestellt, zwei, vorläufig mit x und y zu b^ 
seichnende Zahlen an finiMn, deren Summe 12 ist, so läsat aieb an 
dinganr dioaor A »V «»bff i?wit «Miam filfaidwini] hiirtnn nlailinh 



•4-y-i2 (i) 

u: »«12— y •••••••«*« (lO 

abo, daaa eine der beiden GrOaaen, a. B. «, nidht eher ge- 
funden werden kann, ala bia die andere, bekannt ist. Da nun y durch kerne 
Gleichung gegeben iat, so bleibt nichts übrig, als den Werth derselben mllkürlich 
anaanehmen Nimmt man a. B. ao wird»» 11 l für y »2 iat » — lOs 
fmm^ m^9,jfmm^2, « « 14; V^h » « 1 Ii &c. Ibe. nnd je awd dteeerWirtbi 
mOasen der Gleichung (t) Genüge leisten. 

Sucht man die vier WerthCi welche folgenden awei Qlei<dnBigan CMi|pi 



48— 

4» 



-8|f~4t-12 (Ol t2-i>3fH>4i ,^ 

+ f ~8»-48 (*)/ "^""^ 4 — 



io kann man (die erste von der zweiten aubtrahirt^ daraus nur eine einzige 
Gleichung ableiten, in welcher zwei GröaacD onbiBatinunt (bleiben nod beliebig 
aagenominen w«rdan mfiaaen, nindieh: 

4y— 8t>+4a— 3» ' • ' 

i. 

Nimmt man z. B. il, «"«2: ao wird il2 und ««-IS; für a— il, 
»■■1 wird 10 und »««iix &c «c Je vier solcher zuaanunengdböiigeD 
Werflie Malen den beiden Gletehmigen (I) und (2) Genüge. 

DieTbeörie über die anbestimmten (sogenannten Diophanti8chen)Aufgaben, 

welche mit der Theorie über Eigenschaften der Zahlen und andern , sehr tief* 
■innigen Untersucbungen zusammenhängt, ist von einem sehr gr<^98CAynifai]^ 
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Btt'd tl©9lifilb in eiffnncn Werken darOber m stndirim. OnfisM, disquisitionat 
aritlimctiuae, oder die Iranz Uebersetzung: liecherehes arithm^tiques deO'i¥«i^ 
treidiiitiet pwPmiiH fhLMs,' Leti^ndre^ tliMe des aeeibvee. WiMnileten niie 
bier auf die beitimmtrn Auf;^ben beschränken. Hiebei ist jedoch noch zu be* 
merken, dass dir Glt^ichungen von einander unabhängig, d.h. so bcschHfFcn sein 
mütiauii« das keine derselben durch arithmetische (Juerationcn aus deu äJuri^jea 
^Ifpjtitt werden kann. So find s. £. die beiden Gleiebungen: 

oj-f y— 12 (0 

2a:H-2y— 24 (») 

Ton einander abhängig, weil die zweite aus der ersten (indem man die erste 
mit 2 multipiicirt) abgeleitet werden kann Beide Gleicbunffen (Bedingungen) 
bilden nur eine. Denn dieselben Werthe, welche die Bomoffung der ersti« 
erfüllen, müssen nothwendig auch, der Abhängigkeit wegen, die in der ersten 
Bediueung tdion enthaltene zweite Bedingung erfüllen. Eben lo sind die diei 
fblfeMtt<aMibnn8en von «iMBdeit abhängig: . 

2x— -Sys-ie (i) 

fci— 12y— 5a = 47 (2) 

3aj+5«=17 (») 



V 



Die dritte Gleichung ist schon in den beiden ersten enthalten. Man kann 
sie daraus ableiten, wenn man die erste mit 4 multipiicirt und dann die zweite 
eiibtrahirt. Die drei Gleichungen können also nur für zwei gerechnet werden, 
welche, da sie drei unbekannte Grössen enthalten, zu den unbestimmten Auf- 
gaben gehören — Die Abhängigkeit der Gleichungen li^ manchmal sehr ver- 
gteckt, indennn entde^ man aie. wenn anoh niem eher, doch immer «tt Ende 
der Rechnung durch die Endgleichung, welobe dann mehr nnbebonnfo Qf Swm 
enthält, als wenn die Gleichungen unabhängig wären. 

Femer ist klar, dass, wenn eine Aufgabe bestimmt sein soll, die daraue 
gebildilenQieiehniwen mehti WideraareonebdeB enihtlten dfirfen, 80 entheheh 
s. £;die beiden Glfliehnngn» 

• J»+8r— • i-.(0 

an+ar-iT (.) 

* » ■ 

eben Widerspruch, weil eine und dieselbe sweitheilige 0r8e8e 2p-|-8ir ni^ 

mgpleicher Zeit 5 und auch 17 sein kann. 

Schliesslich bemerken wir noch . dass es Fälle giebt, wo viel mehr Be< 
dingungs-Gleichungen voiheaden find, eis wbdceimte|9fteen gesucht werden. 

Diese Fälle gehören aber, wenn auch gleich in practischer Hinsicht zu einem 
der wichtigsten und nützlichsten, doch auch zu den schwievigstcn Theilen der 
hölieren Mathematik (Wahrscheinlichkeitsrecimungj und köimen also sc^ou des* 
bfilbUer aidbl weiter iw Spmehe gdbiaeht werdet 

168. 

▲oljBtb«. ZwA ZaUen m finden, demn SnuM Ii wd d«m 

AullSeimg. Beseiebnet man die beiden nnbekannten Zahlen mit m und m 
so geben die Bedingungen der Anfgabe die beiden fcigendenGI«ihongtn,weldiie 
■ngieiflh Statt finden tollen; 

«4-y-12 

Ä— y=*6 •.•*•••••••• 

(1) nnd (2) addirt kommt: 2x-i- 18, mithin x«»9 • 

et) ton (1) sabtr. kommt: ^-«(it mitbin |r«>I ' 
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Ar merkung. Die Aufgabe, aus der beknnntCD Suinme oitd Differens ! 
nnbrkHimtcn Grossen die Grössen selbst zu finden, kommt oft vor. Man merke 
sich, dtttf die eineGrösse danuimmer gleich ist derbal beii.be* . 
kannten Summe f»Ai« der halben DIffereus und die andere «» der 
halbenSumme weniger der halben Differenz. Die alleemeine Richtifb 
keit dieses Satzes läset sich in allgemoinon Zeichen leicht aiiscnaulich machen. 
Bezeichnet man nämlich die bekannte Summe der beiden unbekannten Grössen 
• und y allgemehi duch «i und die bekannteDiffBreDa denelben aUgenMia.Mil 

•4-y-f..... ...-^.(0 

...(0 

(1) «nd (2) addirt, lumuntt Sa— «-f d; mithin: «»^^ 

CO TMi (1) aubtr^ Iraaunl: 2y— d) aieo: g— ' -^ 

169. 

Aufgabe. Jemand hat zwei Haufen Thaler. Le^ er 10 Stück 
▼om zweiten .zum ersten, so enthält dieser grade halb so viel» als 
noch im zweiten bleiben» Legt er aber 80 DtQd[ vom ersten zum 
! zweiten, eo enthält der zweite grade ^wul to viel^ ab Boeh im 
ersten hieben. Wie viel sind in jedem? 

Aufiöaung. Der erste enthalte der zweite y. Nimmt man 10 Stück 
Tom sweiten sam ersten, so bleiben im zweiten 2^—10, und im erten sind 
dsaa: ar+ lo, und da der ante jetal halb so viel ealhaitea soll, se hat zmms 

0^10«^^^^^. Nimmt man 30 Stück vom ersten snm sweiten, so sind Im 

ersten «—30, im sweiten y+30| und da nun der zweite 6mal se viel enthalten , 

soll, 80 hat man y-f-3t)==6(x — 3ü\ Um auf diese beiden Glcichun^^en die 
dritte Eliminatiousmethode anzuwenden, mussman sieerst ein wenig bequemer 
dazu einrichten, nämlich: die Klammer auflösen, Nenner fortschanen und sie' 
dann so steliea, dass gleichnamige GrOsaen auf einerlei Seite aatsreinaqilsr an 
stAsn kämmen. Die neiden Gieichnagen; 

.+10-1412 , (0 • 

stAea aindidi giocdnel so: 

Sa^y-*— 30 I...(i0 ' 

ex-^tf^m •<*0 

(10. von (r) sahtiahirt, kommt: 

4x«240f also: fl;a»60 
(10 mü 9 «altijliehrt and dann von (20 sulitrahirt, koosoBlt 

2y->IO<( also: f ««IM. 

170. 

» 

Aufgabe. Es giebt einen Bruch, der sich, wenn man von 
Zähler und Nenner 1 subtrahirt in ^, und wenn man zürn Z^ihkx 
uad HfmoiK 4 «ddirt» in f verwandelt; wekber' Mt*a? ^ '1* 
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▲oflSflung. Sei x der Zähler und y der Neoner, mitfain ^ der wobt- 
fapmte Brodi, lo hat man leut Bedingung: 

' (0 



(0 



Roducirt man Mde Gleicliangen auf indem man raror dordilfHUI» 
plkatioa die NeMMT |f--l imd linrlNlia^ 



5 * 5 T* 
hieraus: y^lft 

aiiHifai der geraehteBnieh y 

171. 

Aufgabe. Ein Wasserbehälter kann durch drei Rohren, A, B, 
C, gefüllt werden, und zwar in 10 Minuten, wenn nur A und B, in 
20 Minuten, wenn B und C, und in 15 Minuten, wenn A und C 
zugleich geöffnet werden. Wie viel Zeit wird jede einzelne Röhre 
uaa wie viel werden alloi zugleich geöffiiet, zur Füllung des Be- 
luOien nMif IuOmd? 

Auflösung. Man setze die Quantität des Wassers im Behälter =«1 (a. B. 
1 Oxhoft, 1 Tonne &c.). Da A und B dies in 10 Minuten geben, so geben sie 
In dner Minute desselben, ebenso gebesB md C zusammen und A und 
C amammen iV ni einer Minute. Kennt man nun die Zeiten, welche A, B, C 

iinaehi iwFHlvB^ gebMmiMn«^f,a^ ao gMbiA, 4^; B, -^nnd C, —und 

w y s 

lolglich A und B zusammen B und C zusammen — — und A und 

• • If • f » 

r Bwammim ^[ 1 ^ ffaHrMlnuth Mfflihi itt' 

i+T'h w 

¥+T-i»—: w 

* 

I 

Bfe iiar die unbekannten GhrSssen alle als Nenner vorkommen, so Ist ei 
begneaMT, ataiadia flteichnngin eat von dieaan Naanera jnhdkaM% 
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BeehnoDg auch uicla« ebfkchere Zeichen, wie etir» «*, y*, c*, fubstHolraft 
könnte, ni bartimmeii, woraiu dann durch blotie Unkdunuiic dar BrfidM dit 
W«rlh«wi^lbsfi4ffaB. Mm hat Migleiobs . . 



W TOB (1) «ibtr.: ;...(4) 

(8) und (4) addirtt 2.4— 

1 7 

dM Wiriii M k (1) «id <^ ndMlMrtrki^^ 

i. J-i -L— L 

AlledreiBohrentn^leich eeöfiiiet. geben also in einerMinute , iv+riiT+Tin' 
Buthia bnuichen iie sur Füllung des ganxen Fasset 1 :Ty\(""d^ lliiittteiL 

172. 

Aufgabe. Ein Wasserbeli'älter kann durch die beiden Röhren 
A und B in a Minuten, durch B und C in 0 Minuten, durch A 
und C in c Minuten gefüllt werden. Man sucht die Formeln, nach 
welchen man die Zeiten berechnen kann, welche jede einzelne^ 
und alle Köhren zur Füllung nöthig haben? 

Auflösung. Seien «, y. s die Zeiten, welche jede einzelne £öhre ge- 
hriyeht,io]MitmMi> 

• 

'jf ' Ii"™**?" ••• **/ 
0) f«n (1) ndrtr^ kommt: i — ^^^^'T 



(|)4>Wkimml: i.—^— _ 



loigucü. \ 2a6« • • ante ' 

>gftc 2aftg la^ 

*'"'ao+*c— oft' «(+«0— «0* 

IKiZflU^ wtldii afli drei BShmior nUang golvaueliin, ist aliot 
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oder dwi« AittdniÄ dit fto 1 ^ 

liiert «Mi|;iUMfft0dne&t4 

173. 

Aufgabe. Aue fblgendflii beidoi GleichoiiMi die lITertli« toh 
jf durch die GzoieMi ^ m» «i aiiigedSdkVM lbd*«t 

•s^*** (0 

K«.Ä;Ä*'!LI? (l7f^^ OteidlUBgen .«f indem «um «itot dl. 



alw: «-^^ 

««f— «MP— 

Die iMiden llir m tMtkam Mmm geb«u 

Auf beiden Seiten durdi den gemeüatchafUiehen Factor difidfali 

m — « 

Smy + «y — amfi -|- cm» 
fi)y — m» (a + c) 
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jnn(a-f-c) yy; w (a -f- g) — (3ni -f u) am 

Ssi-f« **** 

Ämmn(a+c) hmn{a-\-<S) 



Die gesuchteu Werthe voft • und y sind also : 

«n — 3<uift 



174 

Aufgabe. Ans folgenden beiden Gleichnngen die duieb 6^ 
% 42» si» Ii begtimmten Werthe von « und y zu findeiu 

ox+^y"^^ •••.(!) 

»WP l^i^d.. (i) 

AuflSBunsr« Maltiplicire (i) mit • und ^ mit and addiro dum dit 
kaidflB QlfiißkiiiiMiL nMmlifih: 



«»+*««r— «• fOO 



^ Ferner^ die Gleichung (1) mit «n oud (2) mit a multiplicirt und daim 

• ■ 

imy+af^^cm — ad 

cm — aH 



t ■ 
t 



ISO 



Fünfzehntes Buch. . 

Vorläufige Begriffe von den Potenzen und Wurzeln« 
Amzjfehupg der Quadrat- und Cubicwuraei. 



' 175. 

W^exm eine Zahl mehrmals mit sich selbst mnltipliMit werden soflf 
00 wird dies kurz dadurch angedeutet, dass man die Zahl nur 
einmal hinschreibt und oben rechts und etwas kleiner geschrieben 
diejenip!;e Zahl setzt, welche angiebt, wie oft dia UOtar ÜMt 
stehende Grundzahl als Factor zu setzen ist. ' 

Soll z. E. die Zahl 7 fünfmal als Factor gesetzt werden, so 
schreibt man statt 7-7'7*.7*7 kürzer: 7^. Hiemach bedeutet also 
3* SO viel als 3*8*3; a^^aanuL, Allgemeins a* dait a «mftl ala 
Factor zu setzen ist 

176. 

Jeder solcher Ausdruck wie 7*, 3 3, a*, a" &o., so wie auch 
jedes aus gleichen Factoren entwickelte Product heisst, in Be- 
ziehung auf die mehrmals als Factor gesetzte Zahl, eine Potenz 
derselben. Die Zahl selbst hingegen heiset die Wurzel der 
Potenz, und die Zahl, welche angiebt, wie oft die Wurzel 
als Factor zu setzen ist, der Exponent der Potenz. In dem 
Ausdraok 2' ist abo 2 Wurzel, 3 der Eiponant «ad 2' . ater 
das wirkHdi aatwiokelte Product 2 '2«2aM8 die Potens. Man mnü 
also iSxpoaantea wohl toa Coeffioientan untanchtidaa. Sa kl a* & 

. a'Baa*o-a» aber 3*asBa4~a-J;*Oi 

177. 

Potenzen von rerschiedenen Wurzeln und Exponenten kennen, 
entwickelt, einerlei Grösse geben. Es ist z. B. 2 * == 8 * -= 4 ^ — 64 ; 
3 < = 9 ^ = 8 1. Man benennt daher die Potenzen nach ihrer Wurzel 
und dem Grade Ihres Exponenten. So ist z. B. 64 die 6te Potens 
von 2, die 2te Potenz von 8, die 3te Potenz von 4; eben so ist 81 
die 4te Potenz von 3, oder die 2te Potenz von 9 &c. Allgemein: 
a^ lks: a erhoben aar ktan Potenz, adar kora: o, «ila Fdimai 
KiMt 7« Ate Potaaa. 



Digitized by Google 



Eben so benennt mau auch die Wurzeln nach Graden, und 
maa iconlelii* anler nte Wurzel ans ein^r ZM^'^h «we toloh« 
OrOtte, welche, auf die nte Potenz eriioben, die Zalil a wieder- 
giebt 60 ist z. 3> 2 die 6te Wurzel aus -64» ^ 2*^.64. Eben* 
fo lat S die 2te .«md 4 die ate Wiusel aiia'«4. ' 



.118. • . ' 

Um kurz anzudeuten, dass aus einer Grösse eine Wurzel aus- 
gezogen werden soll,' setzt man vor die Grösse das aus dem An- 
fangsbuchstaben r des Wortes radix (Wurzel) entstandene Zeichen: 
- und in dessen Oeffnung den sogenannten Wurzelexponenten, 
o» diejenige 2(ahl, wafolie den Grad der auapiziejhenden Wurzel 
•ngiebt Wno z. B. die- dritte Wurzel ana 6>|l vadangt,* 00 deutet 

3 6 

•^§4 diese Forderung an. Eben so hcisst y64 die 6te Wurzel aue 

ft * • 

64. A]^;eiiidn: ya heisst die r/te Wurzel aus o» £2rbeb«uig zur. 

Potenz und Aueziehung der Wurzel sind offenbar entgegengesetzte 

OperaticMMa und können aioh daher zur gegenseitigen Frobe dienen. , 

S« ibt zi B. i^mmi und umgekehrt y8'««2« Eben s6' iät V^t ^3. 
waU»*— 81. ' ^ 



179i 



Die 2te Potenz einer Grösse nennt man gewöhnlich das Qua- 
» drat und die 3te Potenz den Cubus derselben, und umgekehrt 
heisst die 2te Wurzel aus einer Grösse Quadratwurzel oder kurz 
- Wurzel. Die 3te Wurzel aus einer Grösse heisst Cubicwurzel. 
Dij^ae iOr £e Arithmetik unnötliigen una bedeutungslosen Kunst- 
' Wörter amd ana der Ctoometrie entlehnt 

Statt vdae P<»ltozezponenten 2 findet man bei .den nk^eten 
•CljMeikem die Grösse zweimal als Factor gesetzt, z. B. statt a' ' 
(ßea: u^ qvndirai). Eben so ist es nicht übliehy den Wurzelezpo* 

neiitan 2 zu aohreibeii. Statt y9, y25, ya Ao. aohrdbt inan kurz: 

yö, y25, yo. . , ^ 

Jede Potenz von 1 ist —l. So iat z. B. I' ««-'l«!-! ^ 
iWlj allgemein: " * - * 

Umgekehrt iat anöh jede. W!^aBe^ ana s. R yi»i; 

Vl»"l. Allgemein: yi«al. 

1) Um einen Bruch zu potentiiren, muss man sowohl Zähler als < 
K«kmer,j«daiifa«aondei^aiiifctia>TaKl^^ v. 



' ' • • • * ■ " .' 
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1» 8 . fiy s s s 
VtJ -••-«» >«iT>-T-T-T 

(D'-S-T» ^ (t)'-T TT 

2) Umgekehrt miiM auch die Wurzel aus emem Bruche 
^SUcr und XiauMff bctonden gezogen werdea. Sq ist s. fiws 



a 



« 

vi-iJ y«-ti y.i-*i 

ytt-4> VA-«» yf--- 

• y* 

' 181. ' 

Auf je höhere Potenzen man einen lehtea Bmeh yriwb^ ja ' 
UoiMir werden diese. So iet z. B. (|)*<C(i)*. 

Umgekehrt aber, je höhere Wurzehi man mm einem ichUa 
Bruche zieht, j« gröiter werden dieie. So iit s. B>t 

>'W>y« 

• 

Hingegen iat leicht efaunsehen, dass die Potenzen von Zahlen 
^ 1, immer gitoer» die hSheiea WoimIii dBimua immer kleiner 
wdn. ViiMrtdiii^w«ajed»WiinelMi 1— 1 iM»j«d»Wmil 

100 a 

eiMKZftUi> l.mh> 1 MiiiiiniM; s.B.y2>ii'/)^L : 
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i • lg3. 

Wenn amo einen Bruch» dessen Zähler und Nenner Primzahlen 

gegen ehumder iond, wie -rr oder auf em befiebige Fotens e^• . ' 

hebt, 8o ist die Potenz wieder ein Bruch, dessen Zähler und Nenner 

ebenfalls Primzahlen gegen einander und» und der sich daher nicht 

weiter abkürzen lüsst. ({319.) 

Wie oft Bum dio anoh eine genuachte Zahl» wie 8|, t|, 

9 II g 

oder die da& geaetztea Brücbe -j^f -f-» -r- mil eieh lelbit muV* 

4 8 V 

4^fic&rt9 ide Imui ^Be dadnndi en^telNiide Potens dna vttM^ gmo' 
, ^ Zahl geban» Mmi hat i. B.i 

(")"-a)'-s-Hv 

184. 

Wena ebo cme Wimel aiie dner ganztD ZtM keine rdne^ 
ganze Zahl ist, so ist sie anch keine gemisolite Zahl und mithin 
gar nicht vorliaaden. So ist z. B. y 4 » 2, y 9 »3 und die Quadrath 
wnneln aus den zwieebw 4 und 9 liegenden Zahlen müetten also» 
wenn sie möglich wären, zwischen 2 und 3 fallen, mithin fferoischte 
Zahlen sein. Nun kann aber nach vorhergehendem § keine ge- 
mischte Zahl mit sich selbst multiplicirt, eine reine ganze Zahl, wie 
5, 6, 7, 8, geben. Folglich ist auch strenge genommen» aus diesen 

Zahlen keine Quadratwurzel möglich. Femer, da ys » 2 und y 2 7«b3 - 
ist, so sind auch die Cubicwurzeln aus den zwischen 8 und 27 
fallenden Zahlen unmöglich, weil sie sonst > 2 und < 3, folglich 
gemischte Zahlen sein müssten, diese aber auf die dritte Potenz 
erhobegb keine ganze Zahl wiedergeben können. . 

• ■ « 

.ABa ioUe idokt dorch Zahlen dunlellbare Wnneln» wie yü» 

ys ...» y2, y3 . .., y 2, y^ .. . &c heisscn daher irrationale 
oder fneommensurabele GrStsen^ im GegeoiM der wenigen 
'ib^||pHi^4wh Zafakn daisteHkam Wnndnr wie yi» y4» y|p 



• • ( • . - . , * • 
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yy, y8 &e., weiche man rationale (commeiunrabele) Grossen 
nennt. So ist z. B. -j/M eine rationale Grösse, indem sie mit der 
Bruch-Einheit ^, welcne ""erade 9 mal darin enthalten ist, völlig 
genau ausgemessen und mithin das Verhältniss (ratio) derselben ■ 
zur Einheit durch Zahlen völlig genau dargestellt werden kann. 
Weil nämlich V so verhält sich auch I zu y|-i> wie 1 zu 

. 185. • ' 

Ohprloich nun die Irrationalen Grossen, wie y2, y2, y2 &c 
sich mit keinem Theil der Einlieit, theoretisch genommen, völlig 
genau ausmessen lassen, so kann man doch mit Hülfe der Decimal- 
brüche einen so grossen Theil davon ausmessen, als für die Praxis 
nur immer erforderlich ist, oder dass der an der wahren Wurzel 
aooh fehlende {Qieü iÜr die Sinne verschwindet^ Multiplioirt mea 
z. B. ^e um kein zehn Ifilliontel .yerfcMedenen GrSisen 2*44949 
and 2*44948999' - * mit Bich selhBt^ sc kpnunt: 

(2,44949)» «=6,000001- • • 
(2,44948999)2 = 5,9999999- * * 

Das-ente Qnadrat ist um kein Milliontel, das swdte ma noch 
▼id weniger, Ton[>der Zahl 6 verschieden. Und wenn nun aucli, 
streng genommen, keine Zahl möglich ist, die mit sich selbst 
multiplioirt, genau die Zahl 6 gäbe, so kann man doch in der 
Praxis die Zahl 2,44949 oder genauer 2,4494S9' • • als die Quadrat- 
wurzel aus 6 betrachten. Selten wird man mehr Decimalen, deren 
man übrij^ens nach § 192 leicht beliebig viele finden kann, nöthig 
haben Es ist also näherungs weise . ' 

. y6-«2^4495» oder genauen y6««2^494899** 

Wie mau übrigens mit Hülfe der Logarithmen diese Decimalen 
findet, 'Und überhaupt jede beliebige Potenz von ;einer Grösse 
bildety nnd vmißAxhrt, jede Wuiaef beliebigen Qiadee ungemein 
leicht daraus ziehen kann, kann erst im 20. Buche seaBdgt wnden» 
tHer müssen wir zuerst das sehir umständliche Verfahren mitAeileiL 
nach welöhem man ans einer vorgegebenen Zahl die Quadrat- und 
Cubic Wurzel ziehen kann. Und wenn auch der, der es bis zum 
2 1. Buche bringt, wegen der dort gezeigten, taupendmal bequemen! 
Methode, von diesem Verfahren selten Gebrauch machen wird, so 
ist es doch erforderlich , sich wenigstens mit der Ausziehung der 
Quadratwurzel bekannt /.ii machen. Zuvor merke man sich deshalb 
folgende vier Hülfssätze. 

* 9 

WenÄ mpa tut/^ ma» swelTheilen bestehende (jrrosee, wcffoo ' 
der eaitf «llgfinitia a, der s^te h, und aiso die.«#eillMÜige'Qfltat 
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selbst a-^h heiesen mag, in's Quadrat a-\-h 
erhebt, so enthält das daraus entstehende a-{-b 
Quadrat, wie nebenstehende Multiplica- 



tion lehrt, drei Theile, nandich: das a^-\-ah 

Quadrat des ersten Theils, das alj-\-b^ 

doppelte Product aus dem ersten ; r~7~r 

und zweiten Thell und das Qua- + 2aZ;-h^2=(a-f^)« 

drat des zweiten Theils. 

Diese kleine Formel, so wie sie hier in Worten und Zeichen 
ausgesprochen ist, niuss man im Gedächtniss behalten, um darnach 
das Quadrat einer jeden andern zweitheiligen Grösse, ohne es, wie 
oben, durch wirkliche IVfuItiplication zu suchen, gleich aus dein 
Gcdiichtniöse niederschreiben zu können; z. B. 

(.r-f a)*=u?«+2a.c + a*; (70-4-6)2 = 4900 + 840 + 36. • 

187. 

Um eine Zahl, welche auf Nullen endigt, auf eine Potenz zu 
erheben, braucht man nur die bedeutlichen ZifFem auf die verlangte 
Potenz zu bringen und derselben die Anzald Nullen so viel mai 
anzuhängen, als der Exponent Einheiten hat. So ist z. B. 

800*— 640000; 200» «=8000000; 1000^ = 1000000. 

188. 

Da« Quadrat einer Jeden beliebig vielziffrigen Zahl rauss ent- 
weder zweimal so viel Ziffern haben, als die Wurzel, oder zwei- 
mal so viel, weniger eine Ziffer. Das Quadrat einer jeden fünf- 
ziffrigen Zahl, z. B. von 33592, muss entweder 2 5 = 10 Ziffern, 
oder 2-5 — 1=9 Ziffern haben, denn es fällt zwischen die Quadrate 
der beiden kleinsten fünf- und sechsziffrigen Zahlen 10000 und 
100000. Nun wird aber das Quadrat der kleinsten fünfziffrigen 
Zahl (10000 -) mit ein und zweimal vier Nullen, also mit 9 Ziffern 
und da« Quadrat von der kleinsten sechsziflVigen Zahl (l 00000 -) 
mit ein und zweimal 5 Nullen, also mit 11 Ziffern, geschrieben. 

Die Quadrate aller einziffrigen Zahlen und umgekehrt dio 
rationalen Wurzeln aus allen ein- und zweiziffrigen Zahlen liegen 
im Einmaleins und können daher als bekannt vorausgesetzt werden. 

189. 

Wenn eine vollkommene Quadratzahl, rückwärts durchlaufen, 
in Classen von je zwei Ziffern *;etheilt wird ^die erste, links stehende 
Classe kann aber auch nur eine Ziffer belvommen), so muss die 
Quadratwurzel aus dieser Zahl just so viele Zifiern haben, als Clussen 
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Torlianden rnnd, und die erste Ziffer der Wurzel mnse die gr^et- 
möglichste einziffrige Wurzel aus der ersten Clause sein. Die 
Quadratwurzel aus 80945678 z. B. muss vier Ziffern haben, und 
die erste muss 8 sein. Denn diese Zahl giebt eingetheilt vier 
GUaeen und 8 iet die gitetmöglichste Wurzel aus 80: 



81 


00 


00 


00 — 90oa* 


SO 


94 


56 


78 »(81^)* (i'187) 


64 


00 


00 


00 — 8000* ' 



Die Quadratwurzel aus 80945678 fällt also zwischen 8000 und 
9000; indem 8000 zu klein und 9000 zu gross ist Um nun aber 
auch die folgenden zweite, dritte und vierte hier durch ^, y, g 
angedeuteten Ziffern nach bestimmten Regeln finden zu können, 
müssen wir erst das Gesetz auiäuchen, nach welchem sich das 
Quadrst von dmer gegebenen Wurzel bildet^ und namwrtfich denof 
echten» wie die erste Ziffisr imd ^e sweite» die bcidoi enten nnd 
die drhte, die drei ersten und die viertelte daza beitragen, um 
dann rückwärts aus den bekannten anfinglidien Ziffern der Wnneln 
die folgende lubekannte ableiten sa ko^ 

190. 

Erhebt man beliebige zwei-^ dni> intwaSßngf^ Wurzeln, Jk fi. 

76, 764, 7643, in's Quadrat, indem man der grossem Anschauung 
wegen die letzte Ziffer von den übrigen trennt, mithin die Wunein 
als zweitheilige Grössen ausdrückt, nämlich; 

76«— (70+e)s^ 764»— (760+4)«$ 7848«— (7640 +•)* 

Entwickeln wir die Quadrate nach der Formel 

und stellen dann die drei Theile derselben, wie bei No. 1, 2, 8 
ge ordnet, unter einander, so lehrt die Anschauung: dass, wenn die 
Wur^ sipri Ziffern hat (No. 1), das Quadrat der ersten Ziffer ganz 
hk der Imten CSbeie liest, da« doppelte Product kos der ersten 
nnd sweiten Ziffer sidi bis in die erste Ziffer dttr sweiten Claise 
erstreckt und das Qaadmt der sweiten Ziffer ganz in der zweiten 
Glesse lie^. Femer, dass (No. i) das Quadrat der beiden 
ersten Ziffem der Wurzel in die beiden ersten Classen fällt, 
das doppelte Product derselben mit der dritten multiplicirt, sich bis 
in die erste Ziffer der dritten Classe erstreckt und das Quadrat, 
der dritten Ziffer in der dritten Classe liegt &c. Kurz: das die 
A orcten Classen einer Zahl kein grösseres Quadrat enthalten können, 
als das von den n ersten Ziffem der Wurzel, und mithin auch 
nmgekehrt, die grSsetmSg^dbste Quadratvnixxel aoa den n mIbb 
Clpaeon gesogen, die n «fsten Ziffem der gesuehten W«m1 i&Mi 
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* No. 1. 

n b 

(70-1-6)» 


No. 2. 

a b 

(760 -1-4)* 


No. 3. 

a h 

(764^ 4- 3)* 


a»=49 


• ■ 

00 


«2 = 5776 


66 


a2 =583696 


• • 

00 


2a&— 8 


40 


2a6= 60 


80 


2ab^ 458 


40 




36 


fe» = 


16 


e»»= 


9 


76^ = 57 


76 


764^ = 58,36 


96 


7643' = 58l41|54 


49 



191. 

Ans dem vorstehenden § fli essen nun folgende Regeln für die 
AujBziehung der Quadratwurzel: 

y57|76=-76r 
a*=49:: 



No. 1) 



1) Man theile die Zahl, aus 
welcher eine Quadratwurzel ge- 
zogen werden soll, von der Rech- 
ten ^egen die Linke in Classen 
von je zwei Ziffern; setze als erste 
Ziffer (a) der Wurzel, die grösst- 
möglichste (einzifFrige) Wurzel aus 
der ersten Classe und subtrahire deren Quadrat No. 1 und No. 2. 



2a=i4) 87 : 
2a'6« «84 ; 

36 
36 



6* 



2) Zu dem bleibenden Reste 
eetze die erste Ziffer der folgenden 
Classe, dividire hierin mit dem- 
Doppelten der gefundenen ersten 
Ziffer der Wurzel (2 a), setze den 
Quotienten (b) als zweite Ziffer 
derselben und multiplicire mit ihm 
das Doppelte der ersten und sub- 
trahire das Product (2 a 6). 



No. 2) y58|36|96 



ubb 

764 



49 



2a-« 14) 98 : 
2a-6— 84 : 



6« 



96 

'36 



2a-Bl52) 609 
2a-^»608 



16 

as*16 



3) Zu dem Reste setze die zweite Ziffer der zweiten Claiise 
nnd subtrahire da« Quadrat der zweiten Ziffer der Wurzel (6^). 

Sind nun noch mehrere Classen yorhanden, so braucht man 
niir die vorhergehenden Regeln 2. und 3. zu wiederholen, nämlich; 

4) Setze zu dem etwa bleibenden Reste die erste Ziffer der 
dritten Classe, dividire hierin mit dem Doppelten der beiden ge* 
fundenen ersten 21iffem der Wurzel (welche man als den bekannt 
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^ewonlcw- ersten 'Diell a derselben ansieht), 80 ist der Quotient 
oie dritte Ziffer der Wurzel, mit welcher man wie vorhin mit der 
zweiten verfährt, und so weiter bis zur letzten Classe. 

Um «ne fttlgende Zifi^ in der Wmnel sa finden, moM man 
Immer mit dem Doppelten der iroriierffebenden dlTidiren. iuer kwn 
man aber den Qaot^^ leiolit tu gr^ annehmen, so dae» dessen 
Quadrat nicht subtrabtft werden kamt. Dieser Irrthum entdeckt 
sich aber eher, als wemi man den Quottenten m Um ng». 
nommen hat 

Multiplicirt man die gefundene Quadrat - Wurzel mit sieh 
selbst, 80 muss, als Probe einer fehlerfreien Rechnung die Zahl^ 
aus welcher sie gezogen worden, wieder kommen. 

Amerkung. Die vorhergehcndeu Begeln lassen sich auch ohneHQIfe dar 
Formel -^2rrh-\-b- leicht behalten und ausüben. Die Operation selbst kann 
a^er noch verkürzt werden, so dass man beinahe nur halb so viele Zahlen xa 
■ehrdbeii braucht, wenn man, statt der ersten Ziffer einer folgenden Classe, 

gleich alle beideZifforn zu dem jedesmaligen Reste setzt, dann bis in die, durch 
ein Komma be;5eicbnete erste Zirt'ei dividirt, den Quotienten bleich mit sich 
selbst und mit dem Divisor multiplicirt und beide Producte auf einmal aubtra* 
liift fte^ wielblgaiide Beispiel^ aeigen. 



ab 



y57|76=76; 



Mncr: 

y58|36l96 — 764 
49 



2a,6-=14,6 87,6 
2a5+&'^87 6 



14,6) 



93,6 
87 6 



152,4} 609,6 
6096 



. y58|4l|54l49^7643; 

. : .49 ' * 

t!4|6) 94,1 
. : 87 • 



V4|03{20l64ü-2008 
4 



400,8) 82,06,4 
«2094 



152,4) 655,4 
9996 



1528,3) 4584,9 
4584 9 



yiOO mm 16 

y400 — 20 

y 10000«- 100 



192. 



k üm die Regel zu finden, nach welcher man eine iitatibnale 
Wurzel, z. B. y6, bis zu beliebig "vielen Decimalen genau bestimmen 
kann, beachte man exet Folgc»dee. Es iet 6«»^»t|if^ 
lOao (§ ISl): 



,V±oo Veoo 

yieo to 
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IKe Wurzel aUB GOO ist nämlich 
in canzen Zahlen =24, daher bis auf 
Zehntel gjBnaa: y^«w2»4*«« 



4 



20,0 
17 6 



Vi« 



Nun ist in ganzen Zahlen: y 60000«>244, daher bis «of Hn»» 
dertd genant y 6=^ f^=»2,44.. 

Hieraus eigiebt Bich nun sodeich, wie man die Wurxel aus 
einer unvollkommenen Quadratzanl nähemngsweiae bSs auf 80 Tide 

Decimal stellen als man will, finden kann. 

Man ziehe nämlich aus der vorgegebenen Zahl die Wurzel erst 
in ganzen Einheiten und setze darnach das Decimalzeichen, hänge * 
hierauf dem Keste zwei Nullen an und verfahre wie vorhin, indem ^ 
man die beiden Nullen als die folgende Classe betrachtet, so findet • 
man die Zehntel; dem jetzt bleibenden Beste abennals zwoiNulksn 
angehängt, findet man anch die Hundertel der Wurzel ftc So findet 
loan z. S. y 283 «»16,8226 » 



y2i83< 

2,6)riM" 
15 6 



>16y8226«i;»i 



y2— IM142U- 



M) 100 

96 



82,8) 270,0 
262 4 

336,2) 



28,1) 40,0 

28 1 



760,0 
672 4 



3364,2) 8760,0 
6728 4 

83644,6) 



203160,0 
201867 6 

129240,0 



282,4) 11900 
11296 

2828,2) 60400 

^564 

28284,1) ~38360,0 

28284 1 



107590,0 



19a 

ÜBt/aus einer ganzen Zahl mit angehingtem DedmaThmch die 

Quadratwurzel zu ziehen, so zieht man die Wurzel erst aus der 
ganzen Zahl und hangt den bleibenden Resten, statt wie vorhin 
zwei Nullen, immer zwei der folgenden Decimalen an. So findet 
man z. B. y 3 12,506 = 17,677 ... 

Eben so findet mau die Wurzel aus einem blossen Decimalbruch« 
«. B. yo,0846ft«i-M^^**« 
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2,7) 212 

189 

I4»6) 235,0 
207 6 



yo,oo'46;5o»o»o6di9..« 

36 

12,8) 105,0 
102 4 



352,7) 2746,0 
2468 9 



186,1) 260,0 
136 1 



8534,7) 27710,0 
24742 9 



1862,9) 12390,0 
12266 i 



296710,0 



da 



Ks ist näailich: 



V0,00465==yT,jl^«3^«^4^-.0,06S 

. 194, 

üdl an emem gew61iiififlbeii Bniolie & Qoadnifrirand m 
fliehen, ist et am bequemsten, entweder den Bruch in einen Deo* 
nalbnich su verwandeln, oder erst Zähler und Nennet Btti den 
Nenner zu nniltiplioiiicn, damit die Wurzel aus dem Nenner rational 
wird und man nur eine Wunel, ana. dem Zähler nSmIiaiH m mfaiB 
braucht go ist & B.: 

y|-ay0,428571«-0,664.., 

ytrVfi7'«=^r^-^-o,6M..j 

Ben flo Iflts 

y2i->«y2,8750— 1,641 

Zur Uebung im numerisohen Becim^ siehe man folgende 
Wnrsehi aus: 



y76807696« 
. yil29969i 

ya, 

ys. 
yio= 

y 25,0400057: 



=8764 ^ 
= 1063 

= 1,73205. • 
2,23606.. 
= 2,82842 .. 
3,16227 .. 
5,00399.. 



yi3^. 
yo,ooo4- 



1 5,07092. • 
»0,77459. • 
:3,71483.» 
= 0,86602.. 

0,52915«. 

0,02 
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195. 

Atuzi^wng der Cuhummrzel. Mit der Ausziehung der Würze**, 
ton höheren Graden nach der älteren, eben gezeigten Methode^ 
nehmen die practiechen Schwierigkeiten in ungemein grösserem 
Maa88e zu. Schon die Ausziehung der Cubicwurzel ist so uner* 
tniglioh mtthaam und zeitraubend, Sbob Jeder, der niofat daa jmMse • 
Bmmakina irwaa und dne ausserordentliche Sickeilieit iiiid Fertig- 
^^it im Rechnen hat, sich gewiss mit der blossen Theorie begnügen, 
und dafür mit den beiden Tolgenden Capiteln vertraut machen wird* . 
Uebrigens hat die Theorie über die Ausziehung der Cubicwnnelii« 
•0 wie auch die aller höheren Grade, nicht die geringste Schwierig 
keill indem sie der vorhergehenden über die Ausziehung der 
Quadratwurzel durchaus ähnlich ist» Alan merke sich also zunächst 
folgende Sfttxes 

i«a. 

Der Cnbus einer jeden Zahl muss entweder 3 mal so viel 
Ziffern haben als die Wurzel, oder 3 mal so viel, weniger eine, . 
oder 3mal so viel, weniger 2 Ziffern. Der Cnbus von einer 
fieniCHgenZafa]^ 4«5es.&, hat entweder 18, 11 «der 10 ZHto* 
denn er nuias iwlaefaen die Caben der b«dea nSohsteD einfachen»' 
Bangzahlen 1000 und 10000 fallen, wovon die eine eben so viel, 
die andere aber eine Ziffer mehr hat» als die gegebene Würzet 
Nun hat aber (§ 187) der Cubus Ton 1000 gende 10 und dir' 
Cubus von 10000 gerade 13 Ziffern. 

Der Cubus einer jeden einziffngen, und umgekehrt, die Cubio-' 
vmrzel aus ^eder vollkonunenen ein-, zwei-, und dreiziffHgen Cubio- 
aahl ist mit Hülfe der folgenden Tabelle, oder auch leicht im 
Kopfe zu berecimen, und ni ithin als bekannt vorauszusetzen. 



Woneln.. 
Onbcn««»* 


1 


.2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


1 


8 


S7 


64 


125 


216 


343 


512 


729 



' 197, 

Wenn man also eine vollkommene Cubionhl rfiokwirts iü 
Ciassen von je drei Ziffern theilt (die höchste kann audi nur eine 
oder zwei enthalten), so muss die Cubicwurzel daraus gerade so * . 
viel Ziffern haben, als Ciassen vorhanden eind, und die erste Ziffer . 
muss die möglichst grösste (einziffrige) Cubicwurzel aus der ersten 
Classe sein. Die Cubicwurzel aus 635478923 z. B. muss 3 Ziffern ' 
haben, und 8 muss die erste sein; denn die Zahl giebt eingetbeüt 
> Oanao mA Onbua ton % aÜmMi a»6 12 &t der aa%liflhn 
grSaste, wilchar dflh von dar ioten Oasae anbtnhim Käst 

♦ * . . . 

r • • . - 

1 <. . • 
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5)12000000-- 800* 

635478 923— (azry)> (§187) 

729 000|000.-»900S 

IMe Gabiewunsel tau 635478923 muss also zwuehen 800 und' 
900 liegen, üm nun ftadi die allgemeinen Regeln m finden, nach' 
wdcben man folgenden Zifibm y bestimmt, müssen wir erst 
das Gesets entwickem, nach welchem bei der Bildim^ an«a Cobiift 
die ZiSkm der Wurzeln dazu beitragen. 

198« 

Erhebt man eine zweitheilige Grösse, a + ft, zum Cubus, indem 
man das Quadrat nochmala mit der Wurzel multiplicirt; Bp kommt, 
wie nachstehende Multiplication zeigt: 



Diese Formel, welche man im 
Gredächtniss behalten muss, um dar- 
nach den Cubus einer jeden andern 
"zweitheiligen GrSsBe, ebne Ilm durcb 
virklicbe MiiltipUcation entwickeln 
zu braoehen, gleich niedersichreiben 
zu können, lautet i^ Worten: der 
Cubus einer jeden Äweitheiligen 
Grösse enthält folfjende vier Theile: 



a* + 2a»^+a6* 

a>5.-H2ai'+Mr 



den Cubus des ersten Theils, das dreifache Product 
aus dem Quadrate des ersten Theils mit dem zweiten 
multipl icirt, das dreifache Product aus dem ersten 
Theil mit dem Quadrate des zweiten multij>licirt und, 
den Cnbna des sweiten Tbeils. Eibeben. wir nach dieser 
Formel beliebig vielziSHge Zalden zum Cubus» indem wir^ üm 
R^nfliiM der Zmem auf einander leichter zu erkennen, die Zablen 
erst in zwei solche Theile zerlegen^ dass die £u)fir den. zweiten. 
Theil bilden, und also die vorhergehenden Ziffern, um ihren Bang 
zu behalten, auf eine Null endigen, und schreiben dann ditt viaf 
.TbeiU der entwickelten Cuben wie folgt unter einauderi 
No. 1. 

a b 



74' 



748* -=(740 +8) 



70« 


-»848 


000« 


— a* 




70* - 4 


— 58 


800' 


— 8a*5 




70 : 4* 


mm 8 


860 > 


— 3a6* 








64' 






74» 


— 405 


224 






740« 


«405 


224 


• • • 

000» 


a« 


7402-8 


13 


142 


400 = 




740-82 




142 


080=r 


Sab* 


8» 






512 — 


b* 



748^ — 418 I 508 1992 
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so wird man bei No. 1 folgendes Gesetz erkennen: der Cubus der 
Uten Ziffer lie^jt ganz in der ersten Classe, das dreifache Product 
aus dem Quadrate der Isten Ziffer mit der 2ten multiplicirt, ersti-eckt 
eich nur bis in die Iste Ziffer der 2tcn Classe, das dreifache Pro- 
duct der Isten Ziffer mit dem Quadrate der 2ten nmltiplicirt, er- 
etreckt eich bis in die 2te Ziffer der 2ten Ckisse, mid der Cubus 
der 2ten Ziffer liegt ganz in der 2ten Classe. 

Femer ist hiernach und nach§ 187 leicht allgemein zu schliessen: 
düss, wenn eine Cubiczahl mehr als zwei Chissen hat, die Ute Classe 
(zwei, drei, vier Uten Classen &c.) keinen grossem Cubus enthalten 
kann, als den von der Uten (zwei, drei, vier Isten &c.) Ziffer der 
Wurzel, und dass das dreifache Product aus dem Quadrate der Isten 
(zwei, drei, vier. . Uten) Ziffer mit der folgenden multiplicirt, sich 
bis in die Ute Ziffer der 2ten (3ten, 4ten, 5ten) Classe erstrecken 
muss &c. Umgekehrt kann man also durch unmittelbare Wieder- 
holung einer und derselben, durch die Formel ^a"^ h -\- Zah"^ + 
gegebenen Kegel, die CJubicwurzel aus jeder Zahl von noch so 
vielen Classen finden. 

199. 

Regeln für die Ausziehung der Cuhicwurzel, 1) Man theile die 
vorgegebene Zahl, aus welcher eine Cubicwurzel gezogen werden 
soll, von der Rechten gegen die Linke, in Classen von je drei 
Ziffern (die erste kann aber auch zwei oder nur eine enthalten). 

2) Setze als erste Ziffer der Cubicwurzel diejenige (einzifferige) 
Cubicwurzel, welche aus der ersten Classe in ganzen Einheiten 
möglich ist, und subtrahire diesen Cubus. 

3) Setze zu dem etwaigen Reste die Ute Ziffer der 2ten Classe, 
dividire hierin mit dem dreifachen Quadrate der ersten Ziffer der 
Wurzel, setze den Quotienten als 2te Ziffer derselben und subtrahire 
das mit ihr multiplicirte dreifache Quadrat der Uten Ziffer. (Den 
erwähnten Quotienten, als die gesuchte folgende Ziffer der Wurzel, 
kann man leicht zu gross annehmen, ein Irrthum, der sich aber 
weit eher entdeckt, als wenn man den Quotienten zu klein anninmit.^ 

4) Zu dem Reste fiige jetzt die 2te Ziffer der 2ten Chisse una 
subtrahire hiervon das dreitiache Product der ersten Ziffer mit dem 
Quadrate der bekannt gewordenen 2ten Ziffer multiplicirt 

5) Zu dem jetzt gebliebenen Reste fii^e die dritte Ziffer der 
2ten Classe und subtrahire hiervon den Cubus der bekannt gewor- 
denen 2ten Ziffer. 

Sind mehr als zwei Classen vorhanden, so musfif man die vor- 
hergehenden Regeln 3, 4 und 5 wiederholen, nämlich : zu dem ge- 
blieb enen Reste die Ute Ziffer dfer 3ten Classe setzen, hierin mit 
dem dreifachen Quadrate der beiden ersten Ziffern der Wurzel 
^welche man als den gefimdenen ersten Theil (a) derselben ansieht) 
uividiren, den Quotienten als die dritte Ziffer der Wurzel setzen, 
and damit wie vorhin bei 3, 4, 5 verfahren. 



Man rieht leicht, dass die Arbeit mit jeder nenen Ziffer der 
Wuntel immer beschwerlicher wird, indem man jedesmal alle vor- 
hergehenden quadriren, so wie überhaupt immer gröAser werdende 
^poducte entwickeln muss. Beispiele: 

y405|224 — 74 « 



Sa«=3-7««147) 622:t 
Sa*^—a*7*'4 = 58S: : 

8421 



64 



-^418|508|992»74S 
a*— 343:::::: * 



Sa^—147) 7M:ttti 

1670 : : : : 
tab^mm 8S6:::: 



13348 : : t 
6>— 64:it 

^^^^^^^^^^^^^^ 

U>^'-74>«- 16428) 132849 tf 

8«^^— 18142411 

14259 t 

8a&>M. 14208: 



512 

6> 



All Firobe der richtigen Rechnung muss die Wond^ didmal 
nit.iiab s^UmI imill^^liourt» die Cubioialü wledttgebenu > 

Nach den vorhergehenden Beseln^kann man nun auch die ir» 
rationalen Wurzeln bu eiif b^bw viele Deoimalen finden. Hat 
m& oteliob eni die sanien ginfinten der Wbrsel getoden» eo 
hinge MB der vorgegebeoeii ZeU beliebig viele Omweii von je dni 
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Nullen an, und verfahre wie Torhin, ao findet man auoh die Zehnte!» 
Hundertel <&c (§ 192.) 

. Soll am einer ganzen Zahl mit angehlngtani Deflunalbrueh 
& Gabiewimel gezogen weiden, so nm maa nt erat ana der 
naien 2Sahl und hänge den Bestoi, atatt wie voiliin jedaamal drei 
NnDflBu drei der folgandeB Decimalen an. 

Bmi ao veiUhrt man mit einem bloBsen Deoinialbraoh. 

Ist aufl einem gewöhnlichen Bruche die Cubicwurzel zu ziehen« 
ao 18t ea am bequemsten, ihn erst in einen Decimalbruch zu ver- 
wandeln, oder auch die Wurzel aus dem Nenner rational zu machen, 
indem man Zähler und Nenner zuvor mit dem Quadrate dea 
Nenners multiplicirL So findet man s. 



y 9^07— 20.806 
8 



t«»— 13) 10 

8a>< 



1200) 10070 
3a>Z»i->9600 



4T00 

3840 



8000 



Sa* — 129792) 80880 



ia«— 12070200) 80880000 



y2— l^ft.. 



8a>— 8) 10 
8aS6— 0 



40 

8a&> — 12 



280 
8 



Ba*— 482) 2720 
8a*6«-2100 



5600 
900 



47000 
128 



y2,057|000 

1 



— 1,2..« 



ta*— 3) 10 
8a*6— 0 



8a&> 



45 

12 



887 

Ao. 



y0,007|040«048.* 

1 1 

8a»— 8) 60 
8a»6— 27 t 



334 

8a&>— 243 



010 
^»v729t 



1810 
Ao. 



10 
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Zufolge § 194 ist y^— y4),8, oder« 



j » 



Beispiele: 



y 73 1132701*901 
y 1307631-^ III 
y 3 :>! -»«7,054004.. 
^100^4»64156&.. 



y9-»l,44224*» • 

* • 

1^^«ibO»90S55«. 

yf6}*t,882d7.. 

Vo»03276a»»0>32 



et 
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Sechszehntes Buch. ' 



Von den Potenzen und Wurzeln im Allgpn^fjp^.^, 

Rechnnng mit denselbeiL 

201. 

Wenn aus emer Potenz eine Wurzel gezogen werden soll, so pflegt 
man dies, der Kürze wegen, auch so anzudeuten: dass man den 
Wurzelexponenten, als Nenner, unter den als Zähler betrachteten 
Potenzexponenten setzt. Um z. E. anzudeuten, dass aus a"* die nte 

m 

Wurzel gebogen weiden soll, schreibt man statt: y«^ oftmals sof 

a", statt ys^ kürzer: 8^ (lies: 8 zweidrittel Potenz). Hiemacli 

y a3 e= «4. J ede Grösse, die keinen Exponenten hat, kann man als die 
erste Potenz derselben betrachten und mit dem Exponenten 1 schrei» 

ben: d^a^ ; daher^aoohr ya^ya* b«'; ^a^^a*, Blemuh Ist 

also auch umgekehrt j-" so viel als y^;™; ;r"=ya*; 5*=y5 &c. 
Der Gebrauch der (von Cartesius eingeführten) Bruch-Exponenten 
macht das WurzeJzeichen entbehrlich, wodurch die ür' ersieht und 
das lUchnen mit Potenzen ungemein erleichtert wird. 

202. 

Einer Potenz mit gebrochenem Exponenten kann man auch 
(wohl zu merken) folgende Bedeutung unterlegen: Es soll die Grosse, 
an welcher der gebrochene Exponent steht, erst in so viel gleiche 
Eactoren zerleg werden, als sein Nenner Einheiten hat, und dann 
einer dieser gleichen Factoren so oft gesetzt werden, als sein Zähler 
Einhdten hat Es ist. i^mlidi einerl^ ob man, mn dne Grösse mit 
gebrochenem Exponenten zu berechnen, erst die Wurzel raeht, deren 
Grad der Nenner angiebt, und diese Wurzel auf die Potenz eriiebt^ 
deren Grad der Zähler angiebt, oder ob man die Grtee eist auf 
diese Potenz erhebt, und daraus jene Wurzel zieht. 
' Es ist z. £. « ' I ' 

loe 
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1 t t 

Abwamh: 8^— (y8)< — 4 

AUgenMin: i^— y(<iP)— (ya)" 

IM0 Richtigkeit dieses für die Potenz -Rechnung wichtigen 
Satzes lüMt nch durch Hülfe des Folgenden beweisen: 

Erhebt man me Potenz» s. B. aS wieder zu dum Potenz» z. B. 
zur vleiten« in Zeichen: (a*)*» so erhält man dne Potenz von so 
hohem Grade, als das Proauct ans beiden Exponenten angiebt, denn 
werden drei gleiche Factoren aaa oder wiederum viermal als 
Factor gesetzt, so erhält man offenbar ein Product von zwölf gleichen 
Factoren: aaa-aaa*aaa -aaa SS (a')* »a''. Hiemach ist nun auch 
leicht einzusehen, dass auch (a*)* ^{a^y, allgemein {a*)^^{ar)\ 

Um nun einzusehen, dass allgemein: 

(y«r-y(«") • 

denke man sich die GrSsse a in n gleiche Faotoren zeriegt, oder 
mmmu^ gesetzt Subrtitnirt man nna 10" statt • .in (y«/* UMi 
y(a"')» ao wuds 

«Bd elMd ao: y(a*) =y y(u;-)"—«P 
ftlgliob lü Oguumi (ya)->— y(aF) 

203. 

Wenn man Zähler und Nenner eines Bmchexponenten, oder 
was dasselbe ist, den Potenz- und WurzekspoBoitea mit ainArlei 
SSahl moldpfiebt oder dividurt» so bleibt dedwlb dar Warth der 
Poteni m^feiDdart. £a ist B.t 

64^—84^ 

{f84>— y^64« 

m wy 

Allgemein: a'mma'^ 

■ np 

y4iP«aya"v 
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* Dmm mm £e Gitae « fai jmmI m iM gMoke iWoieä 
Mrlegt» «id oiner dflyvclben daflir WMd«r;iiiiil so oft gefietit wird, 
M muM offenbar dasselbe Berahat kommen. Ee iat s. B.: 

(y'64)»=(y4»4-4)«— 4*— (2-2)«-il* 

Allmidiit indem ivie m { 202 die Qitoe a in 19» Fm- 
I und «catt a geaetit dcnkls 



VermOge dieaea Sataea kSnnen mehrere Bmdiespoiieiitoii anf 

einerlei Nemier eebraobi und dadurch , wie man im folgenden i 
adien wird, maoehe Qitaen-Aasdrfldm aehr vereuifiwht werden.*} 

801 

Um Potenzen von einerlei Wurzel mit einander zu 
multipliciren, braucht man nur ihre Exponenten zu fid- 
diren; das Product ist nämlich wieder eine Potenz von dcr^clln'n 
Wurzel, deren Exponent jene Summe sein muss, weil es allein so 
nele gidebe Factoren eimiilt, als die lul einaader i%ultiplicirteu 
Potenaen antammenj s. B.: 

o**a*Ha*-f-*Ma^; denn o*'o*—aflaaa*fla— 



•) AadiHuwsn Termittehtdistst Satsei mdumsnuiisiehende Wurzpln, 
oboc ihre wirklichen Grossen kennen zu brauchen, mit einander v^rgleicficu untl 
s. £. leicht entscheiden, welche von den drei Grössen ^3. ^ 5, die grö-mtc . 
oder Ueiasle ist. Sslst nuui nindleh statt d« Wansusiebeafiraehespunouiea, 
aad briiigl diese aaf ebarlil Meaasr, so hil laaa: 

y» — s^— slr— y's*— y^ST 
y6 — 5*— 5^— y5>-*y2ft 

y24-«24^ — 24^-«y24 
ist m den drei fiii^iebsn Qt9mea yt dis gitete aai ^24 di» 
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Eben so, wenn die Exponenten Brüche smd; z. B.t 

denn die eine Gröpse enthält die 7te Wurzel aus a dreimal, die 
andere dieselbe Wurzel zweimal, also zusammen 5mal aU iTactor: 

Beispiele: 

tn p nt ^ p m- 
n n tu 



««(a»—a>-fl)— a'— a«-f«* (§ Ui, 3.) 
8«« (2a!* +4« 4- 3) «.«o?« + 124?« + »«» 

(a- 1) (a» H- +a+ l)«ia«*— 1 (§ Ul, 8.> , 

(aa-j-6»)(a»--6*)=»a*— 6* (§ 143.) 
205. 

Um Potenzen von einerlei Wurzel durch einander 

zu dividircn, braucht man nur (weil eine «Tjleiche Anzahl ge- 
meinschaftlicher Factoren im Divisor und Dividendus sichgegerseiti^ 
tilgen) den Exponenten des Divisors vom Exponenten des 
yDividendus zu subtrahiren. So ist z. B.; 

5*-=®' 4-83; demi^ _____ 
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Selbst wenn der EiiqKMieiit des Divisori fpih«er ist, olsderflet 

Dividendus, pflegt man dennoch die Subtraction zu vollziehen, und 
den Quotienten mit i^gativem Exponenten stehen zu lassen; s. Ii.; 

Ist ilso ein negativer Exponent durch die Division zweier Po- 
tenzen yon gleicher Wurzel entstanden, so will dies weiter niclits 
iaffen, als dass der Divisor mehr Factoren hatte, als der Dividendus, 
mä zwar ao iiA mehr, 'ah der negative Exponent iHMli^ilr liaty 
SSne GrSsae mit negativem 'ExDonesten Ist ckiiier^'4ff&^*'t1^^ht 
negativ, sondern immer ^Moboer Einheit, dindirt duräk dieselbe 
Qzotie teit {positivem Exponenten» nftmlioh» 



Da die negativen Exponenten eben ao wie die gebrochenen 
den allgemeinen Regeln der ir'otenzrechnung^ unterworfen sind, ?o 
pflegt man manchmal, ohne durch die Division dazu veranhuiHt zu 
sein, der blossen Gleichförmigkeit wegen, eine als Nenner stehende 
Potenz mit umgekehrtem Vorzeichen ihres Exponenten» in den Zähler 

zu setzen. So kann man s. B. «tatt: ^-4-9 anch kfiner ao aehreibens 

Sind Dividendqa tmd Divisor gleich grosse ao ist der Q^otient 
immer ä^i, X. B.X 



dieallgeme&KaBegel giebtaberindiesemFaU P;mmBxp«nenteni c3.t 



Ebm^Otine mit a ala &qpananft mnaa also immer der Bahdt 
l^eidi- geaetit^ nnd mdH mk • Yenveohadt weiden; iU 

Dass übrigens die im vorigen und vorvorigen § gegebenen Re- 
geln ganz aUgemein, mithin auch auf n^^etive (iuverse) Exp^uj^men 
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imwendbar sind, tind m%n rioli nur strenm m & gegebene 'iMMii^ 
«Q halten brandift» iit «IbsiimImii. SömI t. B.t 



MoHipL 



?--«a'^t^*>— a*»; weil: a^-^— *5 



ä 



Aflgemeint 



a-« 1 1 1 



— t. 



a ' 
TT— a*~— « • I 



9a> 3«* ^ • 



Ix« (3jr— 4«»)— — 8«» ; 



4a* e* 



^AAmM^ons. WirUbta nn» fXhtt den Smn der jg«broclieneii imd MgatiTea 
Exponenten TollkommenTerständigtiuid darüber weiter keine &klftnuign$äug. 
Wul man aber ein wenig (Gewalt gebraoeben, so kann man idle Zustände des £x< 
peMnten, wo er nlmlieb eine ganM^ geAaroebene oder negatireZabl ist, in einen 
emsigen allgemeinen Potenz Begriff sosammensiehen. Er lantet dann : Poten- 
tiiren beisst: Man soll mit einer Grösse (Grundfactor) grade so im 
Sinne derMultiplieationTerfabren, wie man mit der£inbeit im 
Sinne d er AddinomTerfnkf. tedemmas dara«edaaBspoB«Bten 
kitd«*«.« lmdimAiMdraitoyVB>w«dad<r»Tqp«t>f^^ ' 

• a 2%sW« AriAinetik, 
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. 153., 

■■ Ii* 

man di« Eiaheit dreimal direct als Post set8t63-*l-4-l-f I, mithin moss aucli 

dlVfyf^S.t.S^ In «I wvda die Einheit eni in drei ^^^ehe PSete serlegt 
Ijp^ + J + I und einer dvfpn^ ^eimal direct ^csetit + daher moss 
MMlh 8 erst in drei gleiche Factoren zerlegt und einer daTOn zweimal direct 

resetzt werden, nämlich: 8 =-8^.8^8', mithin: 8^ = 8^.8^= (8^)' — (^8)». 
Li wurde zur Bildung des Expoueuten die Einheit dreimal inrers geseilt 
OMMi im ffimM dtk iShAmiC^im''^ 1-1— l ) foIgUch mm mA% «MP 
nal inyers als Factor, nlaiM ^ BIW Diviai^ ^ we titwwdM, dalMri 

«II isfin ids direct gesetst iraidei daiaelbo imim nni ntt d« QrOü« 8 g** 

207, 

Um eine Potenz nochmals auf eine Potenz zu er* 
heben, braucht man nur den alten Exponenten mit dem 
neuen zu multipliciren. Soll z. B. a* auf' die dritte Potenz 
erhoben werden, so deutet mau dies durch (a*)' an, und man hat 
dann: 

' (aM»— a"| denn (a*)«—Ä«.a«.a«—a« + * + 

(a^i « o*— o^^; denn (a*)» — [(ya)»]« -=(-J^ a)» «a*. 



I 



(io> •)« • — la« !•« • 'V ««•••••••••» I 

(K^'—it faK^'— 1, 
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* ' tBoll umgekehrt ans einer Pole« s ein» Watval ge« 

xogen werden, so braucht man nur den Potenzexponen* 
ten durch den Wurzelexponenten zu dividiren, und die 
Division^ wenn sie nicht vollzogen werden kann« bloee 
aa^au^euten. . Beispiele,; 



AUgemein: 



. m 

Um dne aas Faetoren bestehende Gftoe anf eine Potens an 
erheben« braneht man nur jeden Faetor besondere so potaBtüreo. 
So ist X. B.: 

(2*3)>*2>-d3;denn(2-3)3»2-3-2-3-2*3i»2*2-2-3'3'3->2**S>; 
Allgemeixl i (abe)* ^ a" b" «*• 

« 

Beispieles- 
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Umgekelirt wird ans einer, aus Factoren bestehenden oder zu* 
rot ia Faolorai Mriegten Grone «nw Wund gezogen, wenn maa 
sie «08 jedem Factor besonders zieht Wenn das y Zeicfaen tot 
einer aus Faotoren bestehend^, ndthin eintheiligen Grösse stdit, 
so ist die Klammer übeiflttssig. Statt y(abe) scueibt man kiusc 

t -t s a 

II II » 
AUgemdn; yah^ya-yb. 

Die allgemeine Riehti^keit dieses Satzes folo^t unmittelbar aus 
dem Vorhergehenden. Eine Grösse, welche aut die nie Potenz er- 
boben« die Urösse aö giebt, ist die 7ite Wurzel aus ab. Da nun 

d M){yd'ybY^abf so ist aach umgekebrti yab^jfttyb, 

Beispiele: 

V ^» ^ c*M> ^ 86« ^ 26«' 

21L 

1) LSsst neh dne GrSsse miter dem Wnrzeknchen in sird 
sokiie Factoren zerlegen, dass aus dem einen die Wurzel rational 
ist» so kann man ans diesem Factor die Wurzel w^klich ziehen 
jimd Y(tf dem andern das Wurzelzeichen stehen lassen und daiüQf 
die aufgezogene Wuizel als Coelficient setzen» z. B*: 

« 

Hierdoreh kSnnen Wnizelgrtaen ofbnals bedeutend Terdniiuste 

und zusammengezogen werden. 

Wurzeigrössen heissen nämlich alle solche mit dem Wurzel- 
zeichen behafteten Ausdrücke, aus welchen sieh die verlangte Wurzel 
nicht wirklich ziehen, sondern nur andeuten lässt, wozu also eigent- 
lich auch die Potenzen mit gebrochenen Exponenten und die irra» 
tionalen Grössen zu rechnen sind, Wurzeigrössen sind z. B.: 

j' y«; y«! a*e»ya»; y45j y27 &c (§ 184.) 

Glelcbnani i g helssenWmmeteOssen, wenn^^eGfdssen unter . 
dem Wurzelzeiohen und die Wurzelexponenten dieselben sind, die 
CoefBcienten vor dem Wurzelzeichen mögen so verschieden toa 
als sie wollen; z. B.: yi^ 3y2, ^y2 sind gleiohnanug;' etMSn so 
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ttngleichiiamig. ispiele; 



Zy/h, yb; oder j/ah, yah% aUr' 1/2, ^2; iiiid 



yi8 = y9-2=-y9y2«-3y2; 

ys».y4-2— y4y2— lyii 

ya«6»c»-=ya«/i«c«Z» — ««Mcyft; 
•^24ai6i* yS ; 3 a^abmm U^^M; 



2y 18«*y» 2^9-2«* -y« — 6diy>y2y | 



• II • 




«Bier daetelbe gebnoht werden, wenn man sie tarnt auf die Po* 
tens des Wurselexponenten erhebt; s. B.: 



JMlniifi^ imit Wurzel^össeru Man merke eich, dass die Ein- 
ftdiheit einer Bedncdon nicht von dem Grade der Exponeotem 
senden von der kkinsten Ansahl Glieder vaad WundieMlieB ab- 

hikist. Denn, weiden Potenzen und Wurzelgrossen wirklich in 
SSahkn berdohnet, so geschieht dies doch inmier vermittelst der 

Logarithmen, und da verarsacht die Ausziehung einer Wurzel vom 
hundersten Grade nicht mehr Arbeit, als die vom zweiten Grade. 

1) Addition und Suidraction, Sind die Wurzeigrössen un- 
gleichnamig, so kann man diese Operationen nur andeuten; sind 
sie aber gleichnamig, oder lassen sie sich gleiclinainig machen, so 
b;raucht man bloss die CoefYicienten zu addireu oder aubtrahircn. 

Beispiele: 



ay2-=y3»-2=yi8; 

2y2-=y4 2=:y8; 

iy2=yi2==yt; 



a s 
ayb^ya*bi 



212. 



2y2 + dy2-«5y2; 



y^-f ye—ys+ys; 

B 3 

^yö^sy« —iya — ayo; 



2a* — 5a* -h 6a* — 8a*| 

mm m 
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yt4-yts«iiV2+sy2-i»y2— yftot diu»}) 

2y27 — 3y 12« 2y9 • 3— sy4- 3 = 6y3 — 6y3 — 0 ; 

1^4 H-^ » + — >yd — -^81. 

t) MulHplication, Man gebe den Wurzelgröaeen einerlei Wurzel- 
ezponent (§ 203), alsdann braucht man nur ein Wurzelzeichen, 
unter welches man sämmtliche Grössen als Factoren zusaminen- 
•iellen kann; die etwaigen Factoren ausser den Wurzelzeiciien 
■um nuyi beModen mit emante maltiplioireii md ihr Produoi 
Tor dM dm WurieLMidie& Mtieii» Beispiele: 

y«.y6«.ya^l 2ya*6.3yaö— «as^; 

y3.yi2— 6; 3ya.5y^»-=15ya»6«; 

sya.iy6— eyoft; i^m^^tf^^t^^i 

•^a^'^aamai 3y5«y5Hl5; 
y2.y2— 2; ya{ya'^yb)^a+yabl 
m^b.tya^a^Qbt (ya+y&)(ya— y6)— 6; (| UlQ 

(y*+yj^)(y«+yi^)— (y*+yy)»«*+v^-Hy (§ is«). 

3) Division, Sind die Wurzelexponenten im Dividend und 
Divisor eleiflh oder glneh gemacht » so braudit man nur ein 
WurselxeioheiL Beispieles 

DU «llgemdiie An^iabe, eine beliebig TfaMriKge QrÖMe mit 
«in* PoImi m «diabMi nad wwgnWlwt dtnu «m Wund «p 
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delicfti, gerort !n die Annlysls, wo jsb mft Hülfe des; Newton'schen 

oder sogcnaoolen bmoinischen Lehrsatzes sehr leicht gelöst wird. 
Für die Kiemente ist es hinreichend, die Re<:]reln anzugeben, nach 
welchen man die zweite und dritte Potenz bildet Für die Bildung 
der zweiten Potenz ergiebt eich folgendenuaassen ein sehr leicht 
£U erkennendes Gesetz. 

Es möge allgemein a-\-b-{-c-jrd-\-.,, eine vieltheilige Grösse 
bedeuten. Entwickeln wir deren Quadrat zuerst durch wirkliche 
MoltiplitMitMii, indem wir die einzelnen Fuedtoe, wie angegeben« 
cmunder ordnen, so kommtt , 



o* -^-ab -\- ac -\- ad -{- a e -\r • < » 

ab \-{- b' -^-bc-\- hd + h H-TTT 
ac -^bc 



ae 



-j- c4 ce -i- . 



Aus den je zwei und zwei, als gleich bezeichneten Reihen 
ergiebt sich nun die anschauliche, leicht zu behaltende Regel, 
nach welcher man das Quadrat einer vleltheiligen Grösse gleich 
aus dem Gedächtuiss niederschreiben kann, nämlich : das Qttudrat 
einer vi eltheiligen Grösse besteht.ausden Quadiraten 
eines jeden Theils, und den doppelten Prodüoteni'^inee 
jeden Theils in jeden nachfolgenden. Haben einige Theile 
das Minus- Zeichen, so muss man sich erinneni» däss eine gerade 
Anzahl Minus -Zeichen in den zusammentretenden Factoren, plus, 
eine ungerade Anzahl aber minus giebt» und die Quadrate alle 
ppsitiy smd. Beisjpieles . ^ 

((»■4-64- o)« =.a« +b^ H- c» -f 2ab-\-tac-^ihs 
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2) Eben so könnte man auch zur Blldunf]^ des Cubiis eine 
aUgemeine Regel aufsuchen. Diese ist jedocli viel zu weitläufig. 
Muss der Cubus einer vieltheiligen Grösse entwickelt werden, 80 
fäUUi mm nach dem Voriiergehenden mt das Quadrat und muW 
tinlidre diem nochmab mit der üV'unel. In den Elementen wird 
täten und nie mehr als der Cubus einer sweith eiligen Grösse 
Terlangt und hieiHr ist die Formel § 198 angegeben, bei weicher 
nur noch die oben gemachte Bemerkung über die grade und un- 
grade Anaahl Minus -Zeioha:! zu beachten ist Beispieles 

> « 

214. 

DieReofeln für die umjrekehrte Aufjjabe: aus einer viel t heil iojen 
(j^rösse die Quadrat- und Cubicwurzel zu ziehen, folgei^ unmittelbar 
ans den vorhergehenden. Ein Geübterer wird jedooi kdne Regeln 
nfithig haben, sondern die Wurael, wenn sie ^öglich ist, gleieh 
auf den ersten Blick erkennen. Selten ist es übrigens möglich, da» 
Wurzeln auszuzieh^ Im Allgemeinen kann man es nur andeuten, 
indem man das Wurzelzeichen vor die in Klammem ^schlossene 
mehrtheilige Grösse setzt, oder sie mit gebrochenen Exponenten 
schreibt, mit welchen man dann gerade 80 wie mit eintheiligeii 
Wurzeigrössen oder Potenzen rechnet. 

Um z. B. die Quadratwurzel aus der zweitheiligen Grosse a-\-,b 

anzudeuten schreibt man: y{a-^b), oder ya-i-/»» oder (a-|-6)^, 
Anfänger pflegen oft y(a + />) mit ya±yb zu verwechseln. 

Den grossen Unterschied zeigen folgende Zahlen -Beispiele: 

yiG-f-yi— 7; y25— yie— 1; 

y(16-h9)— 5; y(25— 16)^3; 

Hinsichtlich der Wurzel- Ausziehung merke man noch : da jede 
Potenz einer eintheiligen Grosse wieder eintheilig ist, das Quadrat 
einer zweitheiligen Grösse aber drei Tlieile hat, worunter zwei 
vollkommene positive Quadrate, und der Cubus einer zweitheiligen 
GrröjBQ vier Xheüe hat, wor^nter zwei Guben sind, so folgt, dass 
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Bireitheiligeii QtOn t eine Quedmiirufml mSgfioh leC, 
maA deie ^ Qaadntwunel me. mee MtMügeii Qitaeb wenn 
eie ttberhaopt m6^ieb iet» immer iweitheiKg eein mnai, Dieee - 
beiden Theüe flooet man 4imi leicht aus den beiden Gliedern^ ^ 
welolM Tellkoilimene Quadrate sind; denn die Wurzeln ane beiden 
gezogen und durch das Vorzeichen des dritten Gliedes vereinigt, 
müssen, in's Quadrat erhoben, dem vorp^egebenen vollkommen 
gleich sein, wo nicht, so ist die Wurzel als irrational zu betrachten. 
Ein Gleichee gilt von der Cubicwurzel. Beispiele (veigL J 324): 



y (1 — 1« + «•)=y(i — — 1 —«I 

y - ** + ♦-y(«— i)»— -Ii 



yo* -H4a*4-«* « yo» +4fl«+«» 



Wurzelgrösi 

(S 211.) 



y«> +2^^ — ^* -=y/?« -h 2«y— 

ySi:fP«.ySs:f:Ss 

y -h ^) * (« — ^) * — (<H- ^) (a — 6) — a* — 6 * ; 
«^«4-y)»-y(ar4-y)K*4-3f)-(*+y)y*+]? 
y(«« + 8ir»y-H8«y» 4-y*)— y(«+y)« — « 

;.(a.+.ä).(,.+M)*l ^^^^ 

{^(••-y*)-(a«-y»)*J 

Folgtilde Bednotionen uid Fonn-YeriMenuigeB Terdienen 
nodi beeiltet ca worden: 

1) Wenn der Nenner eines Bmchs eine ontheili^e Wnnd- 
groeee ist, so kann man denselben rational machen, indem man 
2shler und Nenner mit einer solchen gebrochenen Potenz des Nenners 
nrakiplidrt, wedurda da« Wurzelseioben im Nemier wegiaUt; s. B.; 
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y» yi ys 3 V»i jy*-» 

Va — « ya — M»ya--s a— « a — « * 

2) lit der Nenner eine sweitheilige Wurzelgrösse, aber nur 
rom 2ten Oimde» so mnsa man das Voneiohen ym «inem Glied« 
«DtgegengeMtit nehmen. (§ 148.) Beispiele: 

^ f(y^^yy)__«.^ü;^^zii^i 

y«+yy (y«+y^)cy«— yy) y 

# <i(a — yj?) jc(a — yj?) 

Ä+y* y^) — V""^) — « 

8) Wuraelgrönen kann man imuMr auf einerlei Nenner brin- 
.gen; i. B.: 

yo«— ^^y^— «+y«» ""«H-y«** 

(t_,l)t (l_4»»)t (l—«»)* 

4) Venohiedene Bednotionea: 

y9y'(^«') _. 3yy(o+.i')-(o-^) i^/^-fj " 

m+g v rm-'y_ y (x—y)(x+!/y _ yr+g 

•—9* JT» ' y)»(«+y) ' *— »' 



m 



([a H- — (a -h x)«"*; y(a a;)"—(a +^)'' i 

L«bMB'i Arithmeük ud Algttea. 11 
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(ya+yi)(y* — y&)iva — iolgliok üt uichi 

4- 5« + 6 ~«* + 4« -f - 4 -h 2 "^(«4-2)*+* H-2 * 

g^+gg-^» (4?+i4-2)(j?+l~a) 4P— >! 
-h 5ar + 6— (j?+2)(i + 2 + 1) IT+T* 

Bei der Berechnung der Potenzen und Wurzeln hat man endlich 
noch auf die Vorzeichen derselben zu achten. Die Sätze darüber, 
welche wir abnohtfieh bia su Ende dieses CSapteb venchoben 
habeot aiiid folgende fOnf : 

1) Von emer poaitiyeii Gitae iet jede Potenz wieder pedtiv, 

2) Von einer negativen Chrdaae aber ist jede grade Potenz 

Sositiv, jede ungrade negativ ; denn eine grade Anzahl Factoren mit 
em MinuB-Zeiäien geben plus» eine ungrade Anzahl aber minus; z. B. 

(— $)«— 9, denn(— 3)»— — S— a— 9; 

(—8)«— —3— 3 — 8«=9 — 3-=— 27; 

(_8)4i._9d8.^308M9-9«8U 

Bedeutet n eine beliebige ganze Zahl, so ist 2n immer eine grade 
und 2n-i-l eine ungnäe Zahl und daher allgemein: 

Beispiele: 

(-2)- — 8j (-2)*-l6; (-i)»-*; I 
(^ay^^+a^^l (—a)ii— «ü; (—4)« — 18. 

Man mu88 also — wohl von ( — a)*s=o* unterscheiden, 
— «2 lieg, minus a quadrat; ( — a)^ lies: minus a in's quadrat,. 
Eben so ^a^ lies: halb a quadrat; aber i^)- lies: halb a in's 
quadrat, «^^a^. 

8)ümgekehrt folgt, dass jede ungradeWurzel aus einer positiven 
QiSise niät andeie als positiv»- ans einer negativen Qmse abei 

■ I 
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nur negativ sein kann; «. B. : y(+8)«= + 2; y( — 8) = — 2; 

y— 27«= — 3, denn nur (+2)* giebl wieder +8» und nur (—2)* 
kann wieder —8 gebea &0, 

» — 

iM+l lii+l 

y(+fl)-=«H-ya; y(— a)— y«. 

4) Jede grade Wurzel aus einer positiven Zahl kann hier- 
nach sowohl negativ als positiv sein, indem sowohl von einer ne- 
gativen als positiven Grosse jede grade Potenz positiv ist Da z. B. 
(4-3)2 -.(—3)2 = 9, flo ist mn^ehrt y9»i+8» lies: plus oder 

minus 3. Eben so y4-=+2; y4«+ij Vl6— «±4; V81— ±JL 
denn (-i-3)*-=(— 3)*— + 81. " . 

AHgwBMwnt 

S« 

y(+a)-=±y«. 

Anmerlciinfif. In den vorhergehenden und den meisten nachfolgenden Bei- 
spielen ist der Einfachheit wegen nur ein und zwar das obere Vorzeichen ge- 
tetst. In der Praxis darf man aber nie vergessen, vor jede auegezogene ^r ade 
Wand, «0 lance man noch afeht weiss , welches Vorzeichen ihr zukomiiffti 
Immer das doppelte Vorzeichen zu setzen. Andere vorliegende Umstände müssen 
dann erst entscheiden, ob das obere oder untere Zeichen, der Natur der Sache 
MinMss« vorrogswdse gilt, oder ob es gleichgültig ist in weleliein Sinne dne 
Wnrsel mit doppeltem Vorzeichen genommen wird. Stellt sich t. E. im Laufe 
der Rechnung das Wurzelzeichen mit gradem Exponenten vor eine aus — a 
eustandene ^eich hohe grade Potenz, so darf nur, eben weil man es weiss, 
das nntere &id>en genonunen wsfdsn, mid nrngekehrt; s. R; 

y— a — a-==y^=y(— o)«— o. 

*5) Endlich konuDt aooh der Fall vor» dass sich das Wurzel- 
ceioheii mit giadsni £aq^<Mieiit«k vor eine ii^;atiTe Zahl stellt» s. B.: 

y^4; y~l6; oder, da jede grade Wnrflel das doppelte 

VoEseielien babennnissy ±y — 4; ±y-^a &o. Da nun aber keine 
Zahl» sie möge -|- oder — zum Vorzeichen haben, auf eine grade 
Potons eriioben, one negative Zahl geben kann, so folgt so^eich, 
dass aus einer negativen Zahl eine grade Wurzel nicht wirklich 
^^og^ eondem »»r»|Mleat«t wecdeu W; Ks y-4-y-4j 

i/— 5"*y — 5; y — a-By — a; dennesistkdneporitiTeodernegatiTe 
Zahl denkbar» welche auf die 2te, 4te oder 6te Potenz &c. erh<^ 
ben, — '9, — 5 fto. geben könnte. Solche Grössen -Ausdrückt 
wie y — a, y — nennl man imaginai^e (richtiger laterale) 
Grössen, iß. $ 325.) 
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Siebzehntes BücIl 

Von der Auflöscmg der quadratischeii 

217. 

Erklärung. Wenn in einer von Klammem und Nenner befreiten 
Gleichung die daraus zu bestimmende unbekannte Grösse nur in 
der ersten Potenz vorkommt, so heisst die Gleichung eine einfache, 
oder vom ersten Grade; wenn die unbekannte Grosse aber in 
einer höheren Potenz darin vorkommt, eine höhere aleebniache 
Gleidnmg» derai Grad der höchste Exponent der tmoekaimten 
Grosse bestimmt. Femer heisst eine höhere Gleichung rein oder 
verwickelt, je nachdem die unbekannte Grösse nur in einerlei 
oder wschiedenen Potenxen darin entJudten mL Se sind s. Rt 



2« «6 1 Gleichungen ersten Grades oder einfiEtohe 
3a; — 7 = 14 — X i Gleichungen. 

^S8=b9 1 reine Gleichungen zweiten Grades oder 
2«s + 16«{itr* I reine quadratisoie Gleichungen. 

Iverwiekelie qaadradeQheGlddmngen» 
weilin ^esenGleichungen dieiinbdannte 
Grösse aAuserin ilner zweiten anoh noch 
in der ersten Potenz darin ra^ommt 

1 rein eGleichun^n vom dritter 
I reine cubische Gleichungen« 

^^^^^)^^e—d^ 1 Glwöhnngen vom nten Gmda 

sfi+a^" * ■Mtf+^t TerwiokelteGleiebangvomiitenGfadflk 



#Sm27' l reine Gleichungen vom drittenGrade oder 



Die allgemeine Theorie der höheren Gleichungen gehört in 
die Analjsis. In den Elementen kommen bloss reine Gleichungen 
und ausserdem noch die verwickelten quadratischen Gleichungen vor. 

218. 

Die Auflösung der reinen quadratischen Gleichungen hat keine 
Schwierigkeit^ indem man sehr leicht das Quadrat der unbekannten 
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GrSsae (^*) von Nenner und Coefficienten befreien und mit dem 
Vorzeichen -|- auf eine Seite allein echafFen kann und dann nur 
auf beiden Seiten die Quadratwurzel auszuziehen braucht Hat man 
nämlich die reine quadratische Gleichung erst auf die allgemeine Form 

reducirt, wo x die unbekannte und q die bekannten oder gegebenen 
Grössen bedeutet^ 80 folgt, wenn man auf beiden Seiten die Wiu> 
zel auszieht: 

oder: ä=±^q. (§216,4.) 

Ein Werth, welcher, statt der gesuchten Grösse substituirt, der 
Gleichung Genüge leistet, heisst W u rzel der Gleichung. Die 
reine quadratische Gleichung hat also immer zwei gleiche, aber 
entgegengesetzte Wurzeln, nämlich >r = H-y^ und x= — y^. 

1. Aufgabe. Welchen Werth (Werthe) hat x in folgender 
Gleichung: 

2j;» — 3 = 69. 

Auflösung. Man hat gleich: 2a;' »72 

»»=-36 
oj— =j/36=»+6. 

Sowohl 4-6 als — 6 leistet, statt x gesetzt, obiger Gleichung Genüge. 

2. Aufgabe. Aus folgender Gleichung x zu finden: 

. 2x'^ 5.r2 
- + 7-^=-g— 153. 

Auflösung. Alle Glieder, welche x- enthalten, diesseits, die bekanntem 
Glieder jenseits gebracht, kommt: 

"■ä—T- — 

Hit dem allgemeinen Nemier 12 multiplicirt, kommt: 

3«* — 8a:- — lOx^ — 12. 160. 
Die Coefficienten von in Eins zusammengezogen: 

— l&Bä — 12.160 

15 

mithin: «-=±^^128 
aUK>: «»«11,313... oder auch: o;«« — 11,313. 

. 8. Auligabe. Den Werth von x durch die Grössen a, c, 
tn, n auszudrücken. Den Zusammenhang aller Grossen stellt fol- 
gende Gleichung dar: 
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i 

AnflSsung. Das Unbekannte vom Bekannten getreoat^ kommt t 

tut* ha"^ . cx^ . ex"" ah . 



• »mm • 
(MI— tel+ta)** ■BflM. — 

4. Aufgabe. Eine Zahl von der Beschaffenheit zu finden, dass, 
wenn man die um 4 verffrösserte Zahl durch 3 dividirt, dasselbe 
kommt, als wenn man 3 durch die um 4 verminderte Zahl dividirt. 

Auflösung. Heisst x die frag^klieZalil, fo mB iMftBediiigimgder Aii%abe 
lolgeiide Gleiohuog statt finden: 



4_ > 

a 4 

■raHi|»lieiit adt don lUgeiMbMn Nflanar S («— IX Imninit 

•*.lg»9 

ISount «n&difolMfwZddien, lo iit: 




Kimmt man das untere Zeichen, so ist: 

-6+4 3 

— zij^^ — 

219. 

Auf gleiche Weise, wie die reine quadratische, wird auch jede 
andere reine Gleichung vom beliebigen 7/ten Grade gelost, indem 
man erst die //te Potenz der unbekannten Grösse auf eine Seite 
allein brin^, und dann nur auf beiden Seiten die nte Wurzel zieht, 
welches, wie wir § 234 zeigen werden, mit Hülfe der Logarithmen 
mir ^ Spiel ist« Wenn nun auch, streng genommen, eine reine 
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Gleichung vom yiten Grade immer n Wurzeln hnt, und mithin «i 
▼enot^edene Werthe, atatt der«iib88timnten Grösse substituirt, der^ 
Mlben Genüge lioslmi mtoen,*) so kaim do«k die BSemenUnv 
Arithmetik nur die reellen Wurzeln angeben; die ftbf^j^ Womki 
der reinen Gleichungen, welche imaginaire (corajdexe) Ghrtaen 
sind, können mir dural höhere Mathemrtik gefunden werdm. 80 
findet man s. B. ans Mgender Gkiohnngi 

den reellen Werth TOn 

17<?» 136 
B ""Sl 

, 3136 ^ 



2 

— r 

Aus: ««•+SO«>«->iO 

folgt; 



« 284.) 



220. 



VertctMUi gyadratUehe Gleichungen. Die Auflösuntr dieser 
Art Gleichungen, welche zuerst ein Araber (Mohamed-Ben-Musa) ge- 
funden haben soll, beruht auf einem kleinen Kunstgriff. Man kann 
und mu88 nämlioh (indem man alle Glieder» welche das. Quadrat 

*) Die Qleichangflr«—!«»*— e'+t 6x«>1 2 s. B. hat disTterWnrsehi 1 , 2,-2, 3. 
Die Gleichung: «^—8 bat drei Wurzeln. nÄmlich: 2, — l+V'— 3, — 1— — 3. 
Dieakidinag: •*«4 hat vierWiorselii, nfimüch: )^3, y —2» -y-r-^ 
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te vobelaMtaGitae md eb«n «o aOe Glieder, welolie ilia «etto 
Foi«» dmalben ciitliaKeii» in Eins mtamneiiaefatV dä« ve»- 

wicj^elten quadratischen Okiobiingen iBUDir erat bo ordnen, duBs sio 
nur drei Glieder hüben, nnd «war eo, dosa das Quadrat der unb9- 
kwMiten Grösse, ohne Nenner und Coefficienten tuMl mit dem Vor- 
leiobai voransteht, darauf die unbekannte Grösse in der ersten 
Potenz mit ihrem Coefficienten folgt, und auf der andern Seite bloss 
die bekannten oder gegebenen Grössen stehen, durch welche x 
bestimmt werden soll» so d^ss also die Gleichung immer folgende 
Form erhält; 

wo p und q bekannte Grössen bedeuten, die den Umstanden nach 
positiv oder negativ, ganze oder gebrochene Zahlen sein können 
Um z. B. die Gleichung: 

^+ 10i4- fr« — 2«« + 10 — 8« 

4 

auf die angegebene Fonn wn bringen« hat man erafct 

Jfltii db Unbekannte von ihren Nenneni beficeiti * 

—««•+44«——$ 

, 44 3 

15 15 

Eben so läset sich die Gleichung: 

ex , hx^ hx <us* , , 

H« r« 

fi m # n 

locht ordnen. Es folgt ans i&rt 

ax* hx^ , cx hx - 
p 'md'-^Ü 

n m n e 
WMKg* '^nbcx* +ific*jj — mnhx^nme{d — c) 
fymt^nbc)m^ +m(e* — «A)«— «m« (<f— e) 

^ , m (c ' — nJi) 7/i 71 c [d — c) 

221. 

Nachdem man nun» um eine verwickelte quadratische Gleichung 
aafkulösen, dieselbe eiat» wie im vorigen { gezeigt auf die dim 
nSthiga Fonns 
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m^+jmmmq .(f) 

gebracht hat, betrachte man jetzt die beiden links stehenden Glieder 
m^-\-px(m^AB*-\-2 ^pa:) $l» df« Bmchetück eines Quadrats und 
ftddire den larVoUstaadi^eit fallenden dritten Theil ^weloher nach 
{218 offenbar stets das Quadrat Tom halben OoeflBdenten von 

nämlich aeinmuse) auf beiden Seiten der Gleichung (1), 

•o ivird dadurch die gesuchte unbekannte Giosae « nicht geändert 
Ayf der Gkiohnng (1) folgt: 



Anf der linken Seite steht nnn dn yollkonunenes Quadrat»*) 

«» welchem rieh die .writheOige Wn«el « + f Ähen Itot. Zieht 

man also jetzt auf beiden Seiten die Wurzel (welche Operation, so 
lange p und q nicht in bestimmten Zahlen gegeben, auf der rechten 
Seite bloss angedeutet werden kann [vergl. § 2 1 4]), so erhält man 
eine Gleichung ersten Grades. Aus (2) folgt nämlich: 



«+|-«±r^+g (§ 216, 4. Anmk.) 

bierane: f ±r(^+^) 

oder aneh, indem man die Grösse miter dem Wurzelzeidien auf 
glttohe Benenmug bringt mid ans dem Nenner die Wurzel aehti 

*) Das« durch die erwähnte Zulage auf beiden Seiten, die linke Seite immer 
ein Yollkommeues Quadrat werden muss, können Anfänger sich auf folgend« 
Weite klar machen: da das entwickelte Quadrat einer sweitheiligen Grösse, 
wovon der erste Theil x heisst, aus dem Quadrate des ersten Theils, dem dop- 

5elteu Producta des ersten und zweiten Theils, und dem Quadrate des zweiten 
'heils besteht, s. B. (x + a) -»x' -f 2aj;-f so ist klar, dass der Coefficieut 
Ton X immer das Deppelte vom zweiten Theil der Wurzel ist. Beti achtet man 
also die Grösse: x'-j-2ax als die beiden ersten bekannten Theile eines voll- 
ständig zu machenden Quadrats, so muss offenbar der Li u zukommende Theil das 

Quadrat vom halben Coe£fici«nten Ton 9, nämlich: ^y^aaa* sein. 

Um aliO«' + 6»=aj' -|-2.3a; zu einem vollständigen Quadrate zu mae]M% 
muss man ({)*>"3'«"9 zulegen, alsdann bat man a;-4-6x-f-9=>=(x-f 3)''. 

Um m"* — 6diaM«* — 2.3x zu einem Quadrate zu machen, muss man 
(— I)* «.(—3)* — 9 hinsttlegen (die Zulage ist nXmlieh immer positiT, weil sie 
ein Quadrat ist), dann ist — 6x-h9=(a; — 3)'. 

Zu«'-'— JMB»«^— 2.^xmus8also hinzukommoL Za0*4'3x(>-c«*-fMa) 

muss in -^S.!») muss (^)^fag»— ^ ( — ^ ^ 'j^*^ 

' Jwiiakeiam6ii Ae. 
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t Aufgabe. Wddie Werthe von « I^Bten folgender Glelcihiiiig 

Genüge ? 

6jrS— 30«— a (0 

▲nflösimi^ 2>ieMG]eidiiingentfMicdiiflk(|a30)|fB]ttt«iA 

«1^09.^9 (a) 

oder «*»6«4-S*»l (•) 

Auf beiden Seiten die Wurzel gezogen: 

S=±l (4) 

3±1 

Die beidoi gmditeB'Werflie Ten m sind abo: m^%+-i ^iwaA m m ^ fie, 

welche beide, statt x gesetzt, der gogebonen Gleichung (1) Genüge leisten. Dasi 
dies nothwendig sei, folgt daraus , da.ss man eine Kette Ton Öchlüsseu auch 
rücJLwärtä durchlaufen kann, und wieder auf die Voraussetzungen trefi'en muA», 
Ton weichen man ausging. Qaadrirt man beide Seiten der Gleichung ^4)* M 
folgt die Gleichung (3) man möge dabei das obera oder untere Zeicaai Ton 
± zu Grunde legen. 

£b würde gans auf dasaelbefübraimid folglich fiberflnssig sein, wenn man 
anch die Wurzel aus der linken Sttte der Gleiebimg (3) mit dem doppelten 
Vorzeichen schreiben wollte. Denn nimmt man von + {x — 3)»+ 1, daa ontflre 
Reichen linker üand, so folgt aus — (» — 3) + 1 wiederum s » 3 ^ 1. 

223. 

2.Auf|Kabe. DieWeithe Yon,r aus folgender Gleiohuogzafindena 

y + 10t+ ?|^— 2«« -H 10 —8« .... (0 
Awflftanng. Dieae Gleubiuig gehdrig geordnet (| 220), kommtt 

Aaf MtoSeitee addirlt 

, 44 . /22V' 22' , 3 

Anf |>6iden Seiten die Wmael geiogea, konuntt 

'-n'±yili»^^ « 
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üm reeliter Hand die Wnnel wirUich aiuziin^eii, mau die sweitheilige 
Grösse unter dem y Zeichen erst in eine eintheilige Yenrandelt, folglich erst 
gjaichnamig gemacht wgrdML (f SU.) Dabiib: * 

22 . ,529 



1» 

22*4*2S 2)"39 1 

Dar eiiieWtriiira«lit«]io:«----g--<i"9 «Mi der andere «—^^ — ""^1? 

» 

ünlllialM. Folgende Gl^chung auf « sa l ed n c iw ai 
o««— (««a^aft^e*«* (i) 

▲ulliBmmg. Diese Gleichung geordnet, giebt: 

»-jt w . 

•1— U— 5^ 

LOit man die Klammer mter dem Worxelaeioben, so istt 

indlblüMit a- *-^*<^t^ ) 

mmBlatii dMcibffeZttohni Mlitte«iiie W«r<hTQii«MJt|daai» 

Zeichen bestimmt den andern Werth toh -^nnd beiderlei Werth« 

c 



müssen, als Probe ciliar foUaMen Seehmuig, itatt « genUt, dar CHaiahnng 
(i> Geniige leisten. 

4. Aiil^be. Ein Yermögen Ton 16000 Thlr. soll imCer eme 
gowiooe AanUEfbenglekäntaigfeKtb^ Wlnoiswei 
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Erben weniger, so wilid« jeder 4000 TUr. mehr «rinlleiri ivi»*^ 
Erben nnd aa? 

▲ufLösung. Man setze a; Erben, so bekommt jeder ^^^^ Wirea nun swei 
E^Wttwwi^^, 80 wIfaNle Jeder ^^—^ erhalten, und 4m di» vn 4000 ffcOMor 

' 16000 16000 

Um, dieBrüdbe IbvInNliaffen, nraltiplicure man mift «(«^ 2), h» kflooit«^ 

16000a;— leOOOa;— 32000 -f 40002;> — 8000» 
—4000«' + 8000« » — 32000 

fl>— 20+1— 9 

1^±|^0 
1±3 
0—4 

Käme es nur darauf an, einen Werth zu finden, welcher der obigen Gleichung 
Uenligelewtet, to bitte man auch 0=1 — 3— —2 nehmen kSim Da aber 

hiernacheiner Anzahl Personen gef 'Mgt wird, und negative oder inverse Personen 
nicht Statt finden können, weil es keine positive giebt, so sieht man den Grund, 
weshalb hier vorzugsweise das obereZeichen genommen werden musste. (YergL 
§126,AnnMi]Eiing2.) 

m 

8. AvIlBftbe. Eine Dame wurde um 3ir Alter befrag und ne 
antwortete: das 53fache meiner Jahre übertrifil die Zahl 696 um 
grade so viel» als das Quadrat- meiner Jahre beträgt. Wie alt war 
dU Dame? 

AttflöBung. lisBsstaeffJalire^ sornnMlaiilBedingung folgeadeGleieliimg 
Statt finden» 

930.696— 



iB«-53«+(y)l-5i!_696 

^63 . y53-^~ 696,4 ±y2b 



UKthin: 



«JEfaGelM^rerivOideTOislAsiideGlsidi^ 
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227. 

e. Aufgabe. Eine Linie von a = 10 Zoll Länge in zwei solche 
Theile zu theilen, dass sich der kleinere Tl^ii sum grossem ver- 
halt, wie der grössere zur ganzen Länge. 

▲vfldBtmff. Sei « dflr UflinBte, mithia «—«der giOsste« so muss, weil 

a — X a 
X a 

(a — «)(a — x) ^ax 

a* — 2ax -j- x - = 

•* — 2a«— aa;= — a* 



Uidiiii ist der kMiwfee TheU »— (0,383. .)a, and dar giifoste TheO 
^^X'^a — {0M2..)a^{0.B\s..)a, oder, weU liier a«-IO gegeben ist 
3.82 . . Zoll und a— « — &18 . . . ZolL 

Hier nraiste offenbttr deshftflb'daa untere Zeithen genommen werden, weil 
das obere Zeichen den gesaditMi kleinem lliell x grösser als die ganz<i Linie^ 

nnd mithin den grossem Theil a — «negativ gemacht hätte, welches beides un- 

Sereimt wäre. Käme es aber bloss darauf au. Werthe für x zu finden, welche 
erGleiebnngGenagpe leisten, oder wQrde die Frage so gestellt: dieZanla— 10 

in zwei Theile zu theilen, welche die erwähnte Eigenschaft haben, so kann man 
rieichgiiltig das obere oder untere Zeichen nehmen. Uebrigens sind hier beide 
Warthe von x irrational und deshalb nur näherungsweise anzugeben. 

22& 

7.Aiil||abe. Wdciie Weith« küten» itatt # saUtitii^ 
gendw Gldobmg Geaiigei 

a*ma2a — 5 (i) 

*) Anfinger pflegen sich darüber xu wandern, dass die Aufl5sanghier swel 

Antworten giebt im<l dies für eine Unvollkommenheit der Analysis Mi halten. 
£& ist offenbar gerade eine ihrer Vollkommenheiten (und ein grosser Vorzug vor 
der Geometrie), dass ibreResaltate ganz allgemein smd, tfnd dass sie alle mög>, 
Ueban nUte «M AntwortMi dnitb amen eäuigea Aasdr^ 
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(t— 1)« — 4 

1— — 4 
«id«— il±)^— 4^ 

229. 

• 8. Aufgabe. Am folgender Glciohiiiig die duzoli % ^ 0 bc- 
■timmteii Werthe von m m fiodeat 

▲uflfiranc. litt 

M* te* ie 

HUl^pllelift ndt oft: 



a + a + * 

oft r ab 'y ^ a«P ftc 

oft Va»»«+4ftc(o-Hlj) 

g^+Va-'ft^ 4- 4Ag (o + 6) 

m 

Kommt in einer Gleichung die unbekannte Grösse mit einem 
gebroofaenen Exponenten oder mit dem WniselieiGhen behaftet vor, 
•o fceiist die Gldofanng irftilioiiaL ISne intdonele GlMbug ISsit 
«chaber minohmal ratiwial machen, wenn maa die Wiinelgitaeent 



*) Substitairt man die für x gefundenen Aasdrücke in (1), so erhält man 
abProbe derridkügen BaebMif 1 (1±^— 4)*«l(l±^-^4)— i| dma.UM 



I±ai^(-4»-.4-l±jy(-4)-i 



176 * 

auf eine Seite allein schafil, und dann beide Seiten auf die dem 
Wurzelex|ponenten entgegengesetzte Potenz erhebt fWenn man 
beide Sota einer Gl^äimg in's Quadrat (Calms Aa) eriiebt, so. 
ifiid dadurch ^e unbekannte Groaae eben- so wenig {;eibidert» alt* 
wenn man auf bdden Seiten nut cineilei Zahl aiwtiplifiart)^ So 
fidgt I. B. au« der Gkichung: 

Erhebt man jetzt beide Seiten in's Quadrat, so fällt, weil . 
(d:V^)^"^^> das Wurzelzeichen weg und man erhält dadurch die 
rationale Gleichung: 

O*«* — 2abx — J?=« — 
a* a» 



2as 



2a» 



1 + 2 / +yi+4qft 
2iS 

Hat eine Gleichunp^ mehrere irrationale Glieder, so muss man 
das vorhergehende Verfahren wiederholen, und sie nach und nach 
rational machen, so folgt i. B. ans der Gleichung: 

y2a;4-7-=2-|-y5— 4;r 

indem man beide S eiten ia^s QpuMlrat erhebt und beachtet, dass 
allg emein [ya+*]*-"a+6; und (a+yÄ)*— ia*+ft-|-2ay(>5 und 



2«-J-7 = 4-i-5— 4A-|-4y5— 4« 
ft«— 2«4y5— 4jp * 
wiederum quadrirt: 

86«* — 24« -h 4 — 80 64« 

86«>+40«i-76 

, . 10 19 
«* H ««■«—- 

, , 10 , / 5\2 25 , 19 25-fO-19 
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— 5+U 



1, und i— 

der eine Werth gilt fiir das obere, der andere fiir daa untere Vor- 
zeichen der gegebenen Gleichung, welche, weil die Wurzelexponenten 
grade sind, so zu lesen ist: + Via; 4-7 — 2 + y5 — 4^«, 

231. 

Auf gleiche Weise, wie die verwickelten ouocl rat Ischen Glei- 
ohuDgen, Können auch alle diejenigen hohem Gleichungen gelöst 
werdeiiy welche auh auf die Fonn: 

bringen Inssen, wo nämlich nur zweierlei ^penzen der unbe- 
kannten Grösse vorkommen, und zwar so: dass der grösste Expo- 
nent grade mal so gross ist, als der kleinste, indem dann eme 
solche Gleichung als eine wirklich quadratische dargestellt werd^ 
kann. 

Setzt man nSiolieh: jP—z, midiin: (j:*)'«»«^, ao wiid 
die Gleidiuog: 

wenn man einstweilen z statt .r " und statt a?*" eubstituirt« in 
folgende quadratische Gleichung wwandell: 

hierana: jg— P-^^ 
und wenn man für z dessen Werth af^' wieder zurücksetzti 



s 



._y{=£±>^'±i2} 



2 

wo auch vor die mte Wurzel, wenn sie grade ist, daa doppelte 
Zeichen ± gesetzt werden muss. Beispiele; ^ 

Aufgabe. Die Zahl 1 8 in zwei solche Factorcn zu zerlegen, dass 
wenn mau jeden Jb'actorquadrirt^ die Summe dieser Quadrate 45 ist. 
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18 

^»<ijUi«-ng 8« • der eiMi aiitbm — : der mdere Faeto^ eo hai mumi 

•«-.41«*«— m 

— 4.324 



» » 



Je naebdem mm Ton den beiden doppelten Yorzeicben swei gleiche oder 
swei ungleiche nimmt. erhiUt man vier verschiedene Werthe für «, wovon 
Moei^weUdieWllIM%rtMsw«^t^^ Mm 

IBr: + +S md --t 



Ar: — { ' nd l^i-t 



0 



m 



0bi 1 .f «nd 

Aufgabe. Die Zahl 12 in zwei solche Factoren zu serlegen, 
daM die DiArens der Cnbeo ««97 seL 

12* 

•• — 12'— 37«» 
■• — 37«' — 12» 

«nd wiBB aMi ud ■■«••••■««• setsi: 

>7±ya7«+4,i7»s 

ts 



m 



also rB«-y'64«4 oder aaGhxa]p'— 27^ — $ 

, 12 12 - - , 12 12 
«»d --——«Söder aaeh — — ..i 

0 4 SB —3 

233a. 

^AiUügabe. Maa euche a aua folgenden Gleichungen: 



2m 



itafewort. Man findet auas * ^ 

(i) ^ 2±4j (0 *-±j^ 



— 125 



(*) a±y2a»+6«j («) J?— ±8, =±y 

Sind unter den n Gleichungen mit n unbekannten Gidssen einige 
oder auch alle quadratisch, so muss man jede unbekannte Grösse 
durch Elimination der übrigen zu bestimmen siiclien. Sind aber 
mehr als zwei Gleichun&^en vorhanden, ao ist die Auflösung nur in 
beaondera günstigen Fällen möglich. 

235. 

L Aufgabe. Es ist gegeben die Summe z\mer Zahlen und 
y, mmsy z. B. =10 und ihr Product z. B. =24; wie lassen 
^ch die beiden Grdaaen ^ und ^ durch a und p bestimmen? 



Aafltamff. Eaiiti 



(•) 

«V— j» (*> 



•) Beide fleilan anf dielmta Pdteni efhabend 207). 

Maa schreibe cUe vierte GleicUang so: — Zx^-^IQ und setze x 
fte. («291.) 
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Dil fn«t CHiiflkixig mit • «idli^pl^ 

«•+<qr— •» ••••••• W 

biflvoii dit Bw«ite rabtnluKl» koamits 

Unaai: p 

- •±y**— 4p (Nimmt man ron dem 

«— j -••Uil doppelten Zeichen + fiir 

> « das ober«! ao jdt das 

« /.xt- A •¥V#* — untere füt jr, lad ao oai^ 

in (1) kommt: — ^••••(Oj gekehrt) ' 



aauHuntn 



236. 



2. Aufgabe. Es ist gegeben : die Summe zw^iü^ OTBonon and 
die SuDome ihrer Quadrate, nämlich: 

. «H-y— a... (i) 

(,) 

ATiflSeung Der kürzeste Weg ist hier: TomQiaadnileder antAGlaithnig 
die aweite au tab^jcahireni dann kommt: 

3xifm,aß^h (a) 

Sdblnliiil »tt (3) tM (S), ao koBunt: 

»— y— V^*^, (») 

Jyoa den CtMhiuigen (4) (1) eiUh man (I IM, Ai^^ 

237. 

8. Aufgabe. Das Product p zweier Gröesen und die Summe 
ihrer Quadrate a ist gegeben« nwlich: 

^—p •....(0 

,...(,) 

Aufloauag. Die erste mit 2 multiplicirte Gleichung zur zweiten addirt und 
davon aobtral^ erhält man leksht die SaanBo und ijiXmtnM dar IttUm gj^ 
auehlan GiMMBt lübnlieh: 

•H-y- y^HF», (s) 

ir-ya— 0) 
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.......^._^ ±y/a-f 2i>±Va-2p 

y^lVM^TV^^ ^ , ; 

oder wenn man die Gleichungen (5) tmd (6) qnadnrt (§ 186): 

238. 

f-. 4. AullBabe. Gegeben: • / 

S«+2i^— 8 ...(0 

4jpi— ayii«18 (t) 

Anflosung. Den Werth von x aus (1) in (2) sabstituirt kommt: 

',-1, ,-2, oder, ^„Ul .-^ ' . 

239. 

& Aniigabe. Gegebens 

■ «*4-.tryH-i^«— T (i) 

y« + y«-f««— 19 (») . 

• x^-^-az-^z^^lZ (i) 

AvflBMms. Bii1iindiira(l)T«n (l),iiiid(i)vaii(3)lnin^ 

— 12 12 6 

Den Werth von a» in (3) gesetzt , vom Resultat die Gleichung (2) tnbtra 
hkt» komoit: j— ^ ' ^^ ^ Den Werth von « in (2) sttbstitoirt. kommts 
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Aehtzohiites BugIl 

Von den sogenannten arithmetischen und geometrisclien 
Progreisioneii oder Zahlen -Beiheii. 



4 • 



L Arltlnetifiieke Prtgreflsioiob 

. 1^ ' ' ' , • 

240. 

Eine jede Reihe von Zahlen, bei welcher ein soloiies Gesetz Statt 
findet» daM dmohj^ehenda einerid Differenzen kommen» wenn man 
ein beUebiges Glied vom nüdutfolgenden eobtnilurt» heisst in der 
altenKunet^iHolie eine arithmetische Reihe oder Progressio)!^ 
und zwar eine sjieigende oder fallende« je nachdem die folgeiw 
den Glieder immer grösser oder kleiner werden. Solcher aritl|{a0» 
tiaohen Progressionen giebt es unzählige, a. B»; 

. 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 (0 

5, 6, 7, 8, 9, 10 (2) 

4, 9, 14, 19, 24, 29 (3) 

A ^» 2f. — 1, — 4, — 7,# •^•••(«) 

Wo bei der ersten und swdten stallenden Progression die be* 
stSndige Differenz 1 ist Bei der dritten ist die beständige Differens 
1^; bei der vierten faljenden Progression ist sie 

241. 

Ist das AnfiuigskiOHied einer arithmetischen Pro^ssion und die 
bestäniüse Differenz gegeben, so kann man die Reihe leicht bis zu 
einem beliebigen Gli^e entwickeln: man erhalt offenbar das zweite 
Glied, wenn man die Differenz zum ersten addirt, femer das dritte, 
indeir man die Differenz zu dem erhaltenen zweiten Gliede, oder, 
was da«selbc ist, die Differenz zweimal zum ersten addirt u. s. f.; 
z. 3. Jfn. l^indertste Glied, indem man die püTerenz entweder 
einmsl zom Vorfaeigeheiideii nemrandneunzigsten Gliede oder 99mal 
sum ersten addirt« 

Soll » B. 8 dM AlHbogs^GUed nnd 4 dieDifibrens sdn^ so 
hat mant 
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t t S 4 10t««O1l«d 

7, 11, 15 S9 ••• 

Soll 15 das erste Glied und — 5 die Differenz sein, so hat man 

15, 15—5, 15—2-5, 15— S-5'-16— 19-5'» 
od»: 15, 10, . 5i 0, ÄO 



242, 

Bei einer arithmetischen Reihe muM man eich folgende fünf 
Gröesen und deren übliche Beaeichnung merken, nämlich: das An- 
fangsglied =aa, die Differenz »d, das letzte oder Endglied 
(terminus\ die Anzahl der Glieder == n (numeims), und endlich die 
Summe aller Glieder =s. Jede dieser fiinf Grössen o, d, t, w, « 
ist eine bestimmte Function von irgend drei der übrigen, und kann, 
wenn letztere in Zahlen gegeben sind, sehr leicht daraus berechnet 
werdetiyOfanedtifleinanjmmdiegaiiBeBdheräeiitwi bnnmht 
Die pnicdsch iriditigeleii und oft ifq Aommenden Fragen sind jeddob - 
nur naoh der Qftee einee beedaunteii Gliedet 1^ 

. - . . . . 

24a. 



Aufgabe. Eme allgemeine Formel zu finden, nach weldier 
man jedes beliebu^c Glied einer arithmetischen Keifae bereohnen 
kann, wenn die Stellzahl desselben (nämlich das wievielste es 
•ein soll}, dae Anfangsgüed o, und die DifiiBrenz d gegeben ist. 

▲mUtaQBff. Dft dtt' late GKed mma, «o ist (§ 241) daa 
^a'^di das dritte «a+Sc^Äc., daa «te OHed «Ba+O»*- 1) d, 
BeaeÜmet man denmaeh die Gftee dieaea «ton Gliedea nut f, ao 
hat man aof^eiob: 

a+(n— 1)<I (0 

1) Sacht man a. B. das 2l0te Glied d<r aritimieliiehin Beihes % II...« 
s» liat man bur; «•»§; d^t\ %mm%U 

I— 5+C21— 1)5 
BriAla: <— 54-10«5<»a5 

3) Wie groM ist das hi^idertite Glied der arithmetiseben Beihe 10, 81, 
6}...; daUw«»li^<l«<— |iiiidii->toa,Mliali 

. - #-10 + (100-l)(-|) 

1^10 — 165— IM, 
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244 

AuljsalM. SS&e tiOgemtiine Formdl ra finden, naeh weldieriiiMi * 
HUB dem ersten und letzten Gliede und der Anzalil der Glieder a, 
I» n die Summe « einer arithmetischen Reihe berechnen kann. 

' Attfldsung. Betrachtet man die arithmetische ProcrreBsion aus. 
. dem Igten Gliede durch das schrittweise Zulegen der Differenz ge- 
bildet, so dass diesem Ursprünge gemäss, jedes folgende Glied die 
Differenz einmal mehr, als das nächst vorhergeliende enthält, so 
folgt sogleich, dass je zwei vom Anfange und Ende gleich weit 
abstehende Glieder zusammenaddirt, eiuenei Summe geben müssen, 
3L B. das erste und letzte, das zweite und torletzte Ao. Schreibt: 
man z. Blt die Reihe 1, 3, 5, 7, 9, II, IS, 15, 17, 19 zweimal 
onter einander, und zwar einmal in umgekehrter Ordnung, so dass 
sich das letzte Glied unter das erste, das vorletzte unter £& zweite 
stellt &c., und addirt dann je zwei über einander stehende Glieder» 
80 kommen lauter gleiche Summen, nämlich; 

1, S, 5, 7, 9, 11, 18, 15, 17, 19 

19, 17, 15, 18, 11, 9, 7, 5, B, 1 

20, 20, 20, 20. 

Heisst das 1 ste Glied a, das letzte f, und die Differenz d, so 
ist das 2te Glied a-f-r/, das vorletzte t-^d, das Ste a-{-2dy das 
?Orvorletzte f — 2 r/&c., mithin; a-\-t= a-\-d-^t — J=a-\-2'l-\-t — 2^/&c 

Addirt man also das erste und letzte Glied einer arithmetischen 
Progression und multiplicirt die Summe mit der Anzalil der (ilieder, 
so erhält man die doppelte Summe, folglich durch 2 divldirt, die 
einfache Summe der ganzen Reihe. Die gesuchte allgemeine Sum- 
mationsformel ist mithin: 

s«(a-hOy W 

1) Sucht man z B. die Summe der ersten tausend Glieder der sogenannten 
naturlichen Zahlenreihe l, 2, 3....100U; bo ist hier a^»!, <«1000 und 

#-.(14-1000).^^— 500500 . 

J) Sucht man die Summe der folgenden zehn, «ne arithmetische Reihe bil- 
denden Zahlen 6, 4, 2, 0, --2, —4, —6, ^8, —10, —12, so bat man a'^O, 
«._12, n— 10 und 

,—(6-12)^—30^ 

245. 

> Dft die bei einer arithmetischen j^gression in Betracht kom» 
menden iiinf Grössen apd,n,t,9 und deren Zusammenhang in den 
beidea Gleichungen; 
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«-(a+t)y '....(O ■ 

enthalten sind, indem die Grössen, weil sie eich auf einerlei Reihe 
beziehen, in der einen Gleichung denselben Werth, wie in der 
andern haben, mithin beide zugleich Statt finden müssen, so kt 
klar, daM wioii wi mat arithmetisehen "Progtwnoa irgend dm 
der Idnf Ghrteen o» «4 ^ ' &^o^'^'^ tmA^ die beiden flbrigen ab 
unbekaimt aiigesehenen Grossen leicht berechnet werden können, 
indem SU ihrer Iketimmiiiig die beiden Gleichungen (I) und (2) 
Torhanden sind, womus man die übrigen Formeln leicht ableiten 
kann. Sind nämlich die vier Grössen, von welchen drei gegeben 
und eine gesucht sein soll, alle in einer der beiden Grund-Formeln 
(1), (2) enthalten, so braucht man dieselbe offenbar nur aui' die 
gesuchte unbekannte zu reduciren. Sind aber die vier Grössen in 
Mde Gleichungen zerstreut, 8o muss man erst die fünfte Gftoe 

246. 

1. Aufgabe. Zwischen 4 und 10 sollen acht Zahlen einge- 
schaltet (interpolirt) werden, so dass dann alle zehn Zahlen eine 
arithmetische I^rogression bilden. 

AuflSsung. Es ist gegeben :a»4, <«10, n>— 10 mid d gesucht. Alle vier 
Grössen a, ij n, d sind in der Grundfonnel t = a-f (n — ])d enthaltflni 
duckt mau diese auf die unbekannte Grösse (i, so kouunt: 

n— 1 

^ 10—1 8 

die firagliche Progression ist mithin : 

4, 4i» 64, 6» 61, 7i, 8, 81, »i» la 

* 

247. 

2. Aufgabe. Auf einem Dache liegen 21 Reihen Zievel; in 

i'edcr folgenden Reihe eine mehr, im Ganzen 588 Stück; wie viel 
legen in der ersten Reihe? 

Auflösung. Gegeben n»21, 1, ««588. and a geraeht Dieie fitr 
QvSsien ii, «, a sind in keiner der beiden Onmafionnebi: 

#-•+(«- l)d (i) 

' , •-(«4-Oy W 

allein enthalten, sondern in beiden zerstreut. Man eliminirt also die fOofts 
Qfffilie i (am iMchtesto^ inden naa den WerUi von < aua^ 0 



•o efhSlt man eine Ton t hdteate Gleichung, welche die Wer OrSiten «, dl^ « 

enthJUt, and die man also nur auf die unbekannte Grösse a zureducirenbllMM» 
Seilt man n&nlidi in (2) statt t die Grösse a-f-^ — l)df lo konunt; 

* a 

t. Avflililieb Et iat toh emer arithmetiadiea B^he das erato 

Glied a« 16, die Differenz ^/»32y die Summe 1600 c^eirebai. 
Wie viel Glieder het die Beihe? 

Attfideung. Die vier Grössen o, c2, wovon die letzte aua den erateren 
gmub^ wird, amd in dea beideB GrninafonnelQ: 

l-fl+Cn-ljd ,.....(») 

•-(a+Oy (•) 

Elimlnfren wir also die fünfte unbekannte und nicht geweihte OlCaif 
wir dem Werth mm (1) in (2) au b i t ltai i en, ao bommU 

•-(a+a+(i»-l)rf]|. 

Diese Gleichung muss nun auf die gesuchte unbekannte Grösse u xedoeirl 
Man hat 220): 

••d+2aii*tfii«-ar 

(2a~d)n >t 



<f— 2a . K/d-2aV. 2* 



" SdT 

»2— 2.16 . K/ 32— g.lfi V 2'<g<g 
2.d2 V 3.S2 /"^ M 



.<2 

,2.1600 
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249. 

4. Aufgabe. Von einer arithmetischen Projo^easlon ist daa Iste 
Glied —ttf die Differenz und die Summe aller Glieder 
gegeben; man sucht die Formel für das Endglied L 

Auflösung Die beiden anbekannteaGfOiMB^i «,^d6rfinglielMnPkognMioii 
find in den beiden Gnmdformeln: 

.i-a+(fi^D4 ,....(•) 

•-(a+«)y (ß) 

serstreut enthalten. Wir eliminiren also die nicht verlangte unbekannte GrSsse 
Hf indem wir am bequemsten ihren Wertii aus (1) ziehen und in (^jsubstituirea. 

mithin: #-i(a+<).^^^^^^^^ 
bierans: *— |<f±y 2dt+ (a — {d)* 

IL Oeonetriselie Progressionea» 

250. 

Kme Zahlenreihe, bei welcher durchgehends ein solches Gkectz 
Stattfindet, dass immer gleiche Quotienten kommen, wenn num 
mit einem beliebigen Gliede in das nächstfolgende dividirt, heisst 
in der alten Kunstsprache eine geo metriß che Progression und 
zwar eine steinende oder fallende, je nachdem die Glieder immer 

frösser oder kleiner werden. Der beständige Quotient heiset liier 
er Exponent der Reihe. Geometrische Reiben oder Progres- 
flionen sind z. B. folgende: 

3, 6, 12, 24, 4S, 96 

h h h lV» V»» A 

wo bei der Isten steigenden Progression 2 der Exponent ist, bei 
der 2ten fallenden Progression ist ^, bei der 3ten ^ der Exponent. 
Das sonderbare Beiwort „gco metrisch'* ist hier noch weit sinn- 
loser, als \m den Beihen von gleichen Dififerenzen das Beiwort 
«»arithmetiseh.*^ Weniger nnschiokliob würde es nodi seweaen 
sein, wenn m:m diese Benennungen geradezu mit einander ver- 
wechselt, die Reihen von beständiger Differenz geometrische und 
jene mit beständigem Quotienten arithmetische genannt hätt«. 
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251. 

Ist das Anfangs-Glied und der Exponent einer geometnecTien 
Pit)gre88ion gegeben, so kann man die Reihe leicht bis zu jedem 
beliebigen Gliede entwickeln. Man erhält offenbar das 2te Glied, 
indem man das erste mit dem Exponenten niultiplicirt, femer das 
2te Glied mit dem Exponenten, oder was dasselbe ist, das Iste 
GHed mit der 2ten Potens vom Exponenten multiplicart, giebt da» 
8te Glied &c., das 998te Glied mit dem Eiqxmenten' oder du Iste 
Glied mit der 996ten Potens vom Exponenten multipUoirti giebt 
das lOOste Glied &c. 

Soll z. B. 2 das erste Glisd und 3 der Exponent B&n, so kommt 
die JE^eibe: 

f -t t 4 i lOtfgOHed 

oder: 2, e» 18. 54/ ' 162 

SoD 64 das erate Glied and ^ der Exponent sein, ao hat maus 

sL w >i -t B 

64, 64^(1)2; 64Xi)' • * •64 Yi)** 
odMr: 64» 82, 16, 8 i 

252. 

So wie bei der anthmetischen Reihe, oMMS BUm sich auch bei 
der geometrischen Reihe folgende fünf Grössen und deren übliche 
Bezeichnung merken, nämlich: das Anfangsglied =<a, den Expo- 
nenten — e, die Anzahl der Glieder »n, das Endglied =i, und 
die Summe aller Glieder ==s. 

Jede dieser fünf Grossen ist eine bestimmte Function von je 
drei der übrigen, und kann, sobald dieae drei in beatiiimiteii 2Udilen 
geffcben sinC daraus berechnet werden, olme daaa man die Reihe 
•elDst zu entwickeln braucht. Die wichtigsten Fragen sind jedoch 
naoh dar Gröiae einea bestimmten GUadea md nach der Summe aller. 

* ■ • • • 

ssa. 

die Grotee t dnes bestmunten Gliedea berechnen kann, wenn die 
St Usahl n desaelben , das ante Glied a, und der Exponent a der 
Progreidon gegeben sind» 

▲uilöaung. Nach § 251 ist die Beohet 

1 a a 4 S irt«tOH«4 
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Man hat akos |«»a-^~< (i) 

In Worten: Um die Grösse des wten Gliedes einer 
geometrischen Progression zu finden, muss man den 
Exponenten auf die [n — l)te Potenz erheben und damit 
das erste Glied multipliciren. 

Anmerkung. Ist n sehr gross, so wird die Bcrcclinung r<m i darch Loga- 
rithmen ungemein erleichtert. Ueberhaupt kommen die Logarithmen bei Auf- 
gthen über geometrische Progressionen sehr zu Statten , was jedoch erst im 
21. Buche gezeigt werden kann, und bis dahin Trerden wir nur solche £rl&i« 
terungs- Beispiele wählen, welche sich ohne Logarithmen berechnen lassen. 

BeispieL Das erste Glied einer geometrischen Progression ist der£z« 
ponent 2, wie groM iit das nemite Glied? 

AMBB&aag, Gctgebea a««^, ««2, «»»S und t gemeht» 

254. 

Aullsalbe. Eine SummationBfoniiel m finden, nach welcher man 

aus dem ersten Gliede a, dem Exponenten e und dem letzten 
Gliede /. die Summe der ganzen Progression berechnen kann. 

Auflösung. Die Auflösung beruht auf einem kleinen Kunst- 
griff. Man bezeichne die Summe der geometrischen Progrefifiion: 
u-]r ae-^ae^ ' ' -]rt mit n, nämlich: 

«nultiplidre diese Glmehung (1) (in welcher das voiletxfte GBed 
ofienbar -^dasvorvorletzte-^ ist) auf beiden . Seiten mit dem 
ponenten e, wo kommt: 



subtirahixt man nun die Iste Gleichung von der 2ten, so erhält man 

€» — ;S"»Ä — « 

ti — a 



In "Worten: Um die Summe einer geometrischen Pro- 
gression 2U finden, muss man das letzte Glied mit dem 
Exponenten multipliciren, hievondas erste Glied sub- 
traniren und dann durch den um 1 verminderten Expo- 
nenten dividiren. . • 
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Beispiele. Wie gross ist die Summe der folgenden gtom^riMhonFrogni* 
«on: 1, \, i, -^V li I liü. 'oW» töStp <§ •^2''>-) 

^ufljteimg. Gegeben: a— I, e->i, <"t^ii « gesucht: 



um 

256. 

Jkni'dco beite QrmidfefBulB Ar die geomefalidM Fngmmmt 

(I) 

te — a 



1 



(II) 



müssen nun, wenn irgend drei derGrösscj« n, «gegeben sind, die Formeln 
für die beiden übrigen auf ähnliche Weise, wie im § 245 gezeigt, abgeleitet 
werden. Einige auf geometrische Keiben fUhrcnde Aufgaben lassen sich Y9t* 
mitfeist I^garithrncn luscn, andere führen auf hShoro TOrwickelte Gl«iclllWgta» 
deren Auflösung die höhere Analysis lehrt 

256. ^ 

AuchBuchstaben- Ausdrücke, welche geomctrischeProgressionen 
MKIen; kdimen naehFormelll. «ehr .kurz in eine Summe zusammenge« 
mog/Mk werden. So sieht man z. B. gleich, dass die vieltheilige (H^wse: 

eine geometrische Progression bildet, wo b dns erste, 62*—* das 
letzte Glied und z der Exponent ist. Substituirt man also diese 

Giösaen atatt a, i und « in die Formel 9^ ^^ ^ , eo istt 



1+« 
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Keunzelmtes BucL 

Von den Logarithmen^ 



257. 

Erst als man an Logarithmen dachte und vollständige Tafeln für 
sie berechnete, wurde die practische Arithmetik zur Vollkommenheit 
gebracht Rechnungen, die noch zu Kepler's Zeiten gal^e Tage 
und Woohen^riordertöi^ oder die man gar, we^eniinltttieritelgBioher 
practisoherSchwierigkeitei^zttiii gronen Naehueil der'Wuseofldiaft 
und des bürgerlichen Wofils gonz aufgeben muflate, könneii jetzt nait 
Hülfe der Logarithmen in ein paar Minuten, selbst Ton einem Anfanger 
der Mathematik gemacht werden. Und nicht ganz urtpassend sagt 
daher ein Engländer: die Logarithmen sind in der Arithmetik daa, 
was die Dampfmaschine in der Mechanik ist. 

Um nur zuvor einen ungefähren Begriff von dieser äusserst 
wichtigen und schönen Erfindung zu geben und deren practischen 
Nutzen fUhlbar zu machen, wollen w& «nmal Ton einer nni ba* 
liebigen Zahl, s. B. von 2, mehiere Ton 0 an auf .einander folffende 
Potenzen entwickehi: 1=2^ ; 2^2* ; 4>b2*; SmS'j f6»2* Ao. 
und dann, der bessern Uebersicht we^en, diese Potenzen sammi dm. 
dazu gehörigen Exponenten, durch emen Strich getrennt, so neben 
einander stellen, dass die Potenzen voran und die zugehörigen Ex- 

Eonenten gleich daneben stehen. Die Grundzahl 2 und das Gleich- 
eitszeichen lassen wir der Einfachheit wegen aus, und schreiben 
also statt 1=2% 128»2^ &c., kürzer: IjO; 128|7 &0. 



Potenzen 


Kip^neifebm 


Potenzen 


Exponenten 


Potcoaen 




1 


b 


&t2 


9 


262144 


18 


2 


1 


1024 


10 


524288 


19 


4 


2 


2048 


11 


1048576 


20 


8 


8 


4096 


12 


2097152 


21 


16 


4 


8192 


13 


4194304 


22 


82 


5 


16384 


14 


8388608 


23 




8 


32768 


15 


16777216 


24 


128 


7 


85536 


18 




• • 
• • 


268 


8 


181072 


17 - 


t 


t 
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258. 

Erinnert man sich nun der vier allgemeinen Regeln der Po- 
tenzenrechuung, nämlich: 



.(») 

w 



(§ 204 bis 208} 



. y(a*)™rf' .»..•.(4) 

■O führen diese unmittelbar auf den Nutzen eines solchen Potenzen- 
Systems. Die Addition und Subtraction ausgenommen, können näm- 
hch alle übrigen Operationen an den in der ersten Spalte stehenden 
Zahlen in die nächst Terwandtoa kfirsem Opmdonei^ an den da- 
neben stehenden Exponenten verwandelt werden, nämlich die Mul- 
tiplicadon in eine Addition, die Division in eine Subtraction, die 
Potentiirun^in eineMultiplication und endlich die Wurzelaussiebung 
in eine einfache Division. Diese bedeutenden Vortheile können wir 
schon durch vorstehendes, obgleich noch höchst unvollkommenes» 
Potenzensystem erläutern. Beispiele: 

1) Sind zwei oder mehrere Zahlen, z. B 128 und 512, mit ein- 
ander zu multipliciren, so suche man diese Factoren in der ersten 
S|»]tey unter der Ueberscbrift Potenzen, auf und addire nur die. 
daneboi atehenden Exponenten; alsdann ist die zur Summe der 
Exponenten sebSrige Zahl das gesuchte ProducL Man hat nämlioh 
ana der Taiä: 

Expon. von 128'— 7 

EiLpon. von S!2aa8 

Potenz zum Expon. 16>«65586 

Der Grund hievon ist leicht einzusehen. Alle Zahlen, welche 
in der ersten Spalte stehen, sind Potenzen von einerlei WurzeL 
Ks ist nämlich in unserm Beispiele: 

128«=2i 
512 = 2» 

Mithin: I28'5l2 = 2i -2» «2»« (5 204) folglich mnss auch die 
neben dem Exponenten 16— (2)** stehende Zahl 6ö5dt>— il28-&ia 
aein. 

2) Sind zwei in der ersten Spalte stehende Zahlen durch ein- 
ander zu dividiren, so subtrahire man nur den Exponenten des 
Divisors von dem des Dividendus, suche den Rest unter der Ueber- 
echrift Exponenten au^ so iat die dazu gehörige Zahl der gemidhte 
Qjttutknt. So findet man z. 
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266 • 



£i ist oMmlieh: Ei^. von 2097152»21 

„ „ 25C-r 8 



Potenz svm Expon. 18 «■8192 

• 2097152 2»« , • 

domi -256— -2i"""* ^^^ * 

8) Üm eine m der ersten Spalte stehende ZaU anf eine Potenz 
zn erheben, braucht man nur den daneben stehenden Exponenten 
mit dem neuen zu multinllcixvn« so findet man neben dem l^roducte 
in der z^xiten Spalte die gesuchte Potenz in der enteft» So ist 
z. B. 16« «- 1048576. Man hat nämlichi 

Ezpon. i6»4 
5 



Potenz zum Expon. 20» 104S576 ' 
denn: 16«2^ mithin: 16A«e(2«)^ — 2*«. (f 2070 

4) Soll aus einer in der ersten Spalte stehenden Zahl eine 
Wurzel gezogen werden, so braucht man nur den zugehörigem 
Exponenten dordi den Wurzelexponenten an dividiren und die 
neben dem Quotienten g^nndene Zahl ak ^ vailangle Wunel 
herauszuschreiben. So findet man z. B.: 

y2007152«=8 
Ezpon. von 2097152—21 



Potenz zum Eirpon. S^ai^S» 
denn: 2097152>»2«S 

folglich; y2097152— y2>A»>2* ({ 208.} 

259. 

So practisch brauchbar nber ein Potenzsjrstem, wie das vor- 
stehende, in einigen Fällen schon sein möchte, so würde es doch 
we^en der grossen Lücken, in seiner jetzigen Unvollkommenheit 
von höchst beschränktem Gebrauche bleiben. Wollte man z. B. mit 
den zwischen 2 und 4, 4 und 8, 8 und 16 &c. fallenden Zahlen 
rechnen, so würde das Potenzsystem die erwähnten Kechnungs- 
Tortheüe nicht sewahren können, weil diese Zahlen und deren 
Exponenten nicht darin enthalten sind. 

Würden aber diese Zahlen noch eingeadialtel und die dazu 
vehdrifKen Exponenten berechnet und eingetra|i^ so wQida anck 
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das System glekb eine allgemeine practische Brauchbarkelt haben 
«od maa U£e dann ein logmanntee Logarührnm- System, In der 
IBamstsprafllie wird nSmlieh ein solches yollatändiget PoteDsen- 

Syetem IjOffanUimen- System genannt, die Zahlen in der ersten 
Spalte heiwen schlechthin Zahlei^ (Numerus) und ihre Begleiter, 
die Exponenten, heissen hier Logarithmen. Wir haben also für 
eine und dieselbe Sache zweierlei Benennungen, denn im Wesent- 
lichen sind die Kunstwörter: Grundzahl, basüi Foten^en^ Xiwmsnui 
Exponenten, Logarühmen gleichbedeutend. 

Das Bedfirfhias, du Mlobes Loffarithmen- System za habenu Irt sehen Mb 

tefühlt und eeäussert worden. Allein Keiner wollte sich der Berechnung der 
en eingesch^tetcn Zahlen zugehörigen Logarithmen unterziehen, indem, wie 
% 262 zeigen wird, dieses^ nach der Elementar- Arithmetik eine onsä^lich müh- 
same, dieKräite eines Privatmannes weit übersteigende Arbeit ist Wir können 
uns daher Glück wünschen, dass diese wahre Riesenarbeit unserer nicht mehr 
harrt, indem wir jetzt mit Logarithmen -S^rstemen reichlich versorgt sind, hi 
Dentsehlaiid werden die Y ega^Bchen Losanthmeii-TaMn am meisten gebraadit, 
welche sowohl ihrer Con"Cct hei t, als auch beispiellosen Wohlfeilheit wegen, mit 
Recht zu empfehlen sind. Ein Exemplar kostet etwa 1 Thir. Vor 300 Jahren 
würde man es noch gerne mit Tausenden bezahlt haben. 

Die ersten Erfinder (?) der Logarithmen waren (zu Kepler*B Zeiten) Bjrg, 
ein Deutscher, und Napier, ein Schottländer. Der erste aber, der die Anfer- 
tijg^ung vollständiger Logarithmen-Tafeln eiiLstlich unternahm und mit b Gc^ülfen 
eu ganses Jahr daiauf remaadtey war Henry Briggs, ein SeboMIfiidflr. 

Es ist offenbar ganz willkürlich, auf welcher Basis ein Loga- 
rithmensjstem errichtet wird. Ist das Sjstem einmal fertig, so 
bnoeht msa die Basis gar niefat weiter zu kennen. In .der Ideineii 
Tafel f 257 wurde die Zahl 2 als fiaais angenommen. Man lätte 
aber statt dessen auch Jede andere Zahl nehmen können, tmd das 
darnach entstandene System würde g^nz dieselben Dienste geleistet 
haben. Aus diesem Grunde, weil nämlich die Wahl der Basis 
willkürlich ist, hat Briggs, eines raumersparenden Vortlieils wegen, 
die Grundzahl unsers Zahlensystems auch als Grundzahl seines 
Logarithmensystems angenommen. * 

Dieses System wird allgemein gebraucht, weshalb man es auch 
das allgemeine, oder nach seinem Bcgrfinder, das Briggs 'sehe, 
oder aiMh wohl, jedoch 'unpassend, das künsdiche System nennt 
Eis nebt nÜmlich noch ein anderes, sogenanntes natürliches System, 
welSbes aber für die Praxis nicht so bequem ist, dennoch aber, 
aus einem gewissen in der Analysis näher ansugebenden Grunde^ 
gleichfalls berechnet werden musste. 

In der Voraussetzung, dass der Anfänger ein Briggs 'sches 
System, z. B. diis Ve^a'sche, zur Hand habe, wollen wir nun das- 
selbe näher erklären. Denn wenn auch den meisten Logarithmen- 
Tafeln eine vollkommene Theorie und G^brauchs-Anw^ung vorge- 

LlbsMi*! ArUluB«ak and Algsbr«, .11 
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Wrackt iflt, 80 giebt ea doch einige Puncte, welche dem Anfanget 
• theilfl nicht deutlich genuo^ sind, theils nicht ^cnug beachtet wer- 
den. Wer aber Logarithment^iieln mit dem grösstmö^lichaten 
Gatzen und Sieheriieit ffebrandien will, der mxm deh die titwtm 
lEünfitUefae Einrichtung «fenelben, wo dn enger Rftom so mn- 
fasst, wohl merken, und ein- für allemal gesagt, nchone tfiohtige 
Fertigkeit im Gehraach derselben enmfoeiL 

261. 1 

Die gebräuchlichsten Logarithmentafeln enthalten die Loga^ 
. rithmen aller 1- bis 7ziffrigen Zahlen und zwar bis auf 7 Decimalen 
berechnet, welches für gewöhnliche Praxis vollkommen genügt. 
Der Anfang sieht so aus: 



Numerus 


LogarithmeB 


Numerus 


Logarithmen 


1 


0,0000000 


10 

• 


1,0000000 


2 


0,8010300 


'99 


1,9956852 


8 


0,4771218 


100 

• 


2,0000000 


4 


0,6020600 


999 


2,9995655 


5 


0,6989700 


1000 
• 


3,0000000 


6 


0»7781518 


9999 


8,9999560 


• 
• 




• 
• 




t 


t 


• 


• 

• 



Welches alTiO, nach § 257, andeutet, dass Issio^; 

■KLUIS ^'"^^^ 
2^ 0 l 0 3 g— iqToWOIT y 10^0 103. 

8»10«««^^iSA* da; 10«tO>} 100— 10> 

IMe Briggs'schen Logarithmen sind nämlich nichts writer, als 
die Exponenten derjenigen Potenzen, auf welche die Grandzahl 10 
erhoben werden muss, um die neben den Logarithmen stehenden 
Zahlen hervorzubringen. Das Gleichheitszeichen und die Basis 1 0 
unter jedem Logarithmus muss man sich hinzudenken. Hiernach 
ist also 0 der Logarithmus von 1 (denn keine andere, als die üte 
Potenz von der Grundzahl, kann die Einheit geben); von 2 ist 
,0,3010300, von 10 ist 1 der Logarithmus (denn keine andere, ala 
die iatePotens von derGrundzahf, kann dieOrundzahl wiedcrgeben> 
Man hal demnach in Zeichen: log. von laeO, oder kurz: 

log. 1 — 0,0000000; log. 10:=-> 1,0000000; 

» 2—0,3010300; „ 99:^1,9950352 
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862. ' 

Die höhere* Mathematik bietet lldlttel dar, nach welchen ein 

Sfibter Beohner die Logarithmen fiwt eben so aelmell bemfaiAV 
( eui^ anderer mo medoeohreiben kann. Da wir aber dteae Vor-i 
Wnntniwe nieht voraussetxen dürfen, so müssen wir uns bc^ligeiiy * 
hier nur das mühsameEUementar-Verfahren geschichtlich zu erwähnen» 
nach welchem Briggs, zu dessen Zeiten die neuere Mathematik 
noch nicht erfunden war, die Logarithmen berechnet haben soll. 

Um z. B. den Logarithmus von 5 zu finden , verAihr man 
folgendermaassen : 

Da 5, als Potenz von 10 betrachtet, zwischen 10® und 10 < 
fiÜlt, indem 10* ^5 und lO* ^ 5 ist, so versuche man, ob Tielleicht \ 

10 auf die ^ "^^ »-tte Potenz erhoben, die Zahl & giebt Man baT 

nun 10^-«yi0 = 3,l622776601 Folglich ist 10^ < 5; der 

log. 5 liegt daher zwischen den schon engem Gränzen i und 1, 

indem 10^ << 5 und 1 0 * >> 5. Auf diese Weise kann man die Gränzen 
immer enger zusammenziehen, indem man nach und nach die halbe 
Summe des kleinern und «rrössem Exponenten, z\\ ih:chen welche der 
gesuchte fällt, auf die Probe nimmt und mithin nie eine höhere 
Wurzel als die zweite zu ziehen nöthig hat Erhebt man 10 auf die 

^-y^— i Potenz, so kommt ($ 210): 

10*«oyiO*— yiO' lO*— :yi0 (3,l622- )-=5,6234l32 « ' 
femer: 

also 10^^— 10*— yio*— yio*io* 

= y (5,623 (3,1622 • •)-» 4,2 169 66034- 

10 * — io*«=yio* io* * 

-iy(4,2169 • *)(ft,62d • 0— 4,86967(252* • 
10 « —yiO*» 10*— 6,282991 •• 

Nachdem man dies Verfahren etwa 22nud wiederholt hatte, fand 
uiiiii endlich: 

ia*Wi*ä*— 5 (genauer: — 5,00000086 

llfitlun ist nSlherungs weise: log, 5— oder wenn man, 
der EänfiMihhnt wegen, und weil £um bequemer damit tu rechnen 

18» 
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ist, den Bruch in einen Decimalbruch verwandelt, bis auf 7 Ded* 
fioaien genau: 

log. 5 = 0,6989700 

Theoretisch genau lassen sich die LogArithmen nicht berechnen, weil sie 
sognnanntc transcendentc Grössen sind, deren Docimidea, gleich deneu einer 
iiratioualen Wurzel, bis in's Unendliche fortlaufen. 

Urspi-ÜDglich sind die Logarithmen auf mehr Decimalen berechnet worden. 
Diese werden aber, ihrer Unbequemliclikcit wogen, höchst selten und nur hei 
den allerfeinstcn Rechnungen gebraucht Die Logarithmen mit? Decimalen aind 
für die alltäglicbe Praxis mehr als hinreichend. Wer sehr viele nvaieriielie 
Rechnungen zu machen hat, kann sich neben den siebensifingen Logarithmen 
auch nodi der kleinern fünfziffrigen Logarithmen bedienen. Diese sind noch 
ungemeiu bequemer und wenn auch nicht in allen, doch in vielen Fällen aus- 
I reichend. 

263. . 

Hätten alle Logarithmen nach dem eben erwähnten mühsamen 
Verfiihren berechnet werden müssen, so würde die Arbeit dolnr 
imterUiebeD sdn^ und auf die Hülfe der nenereo Ailal^jrslB ^wartet 
. haben. Dies war aber nicht nöthig. Man brauchte auf diese Weise 
höchstens nur die Logarithmen der ersten Primzahlen zu berechnen, 
woraus dann die übngen durch eine leichte Addition nnd Multipli* 
cation gefunden werden. Denn alle Zahlen lassen sicli in Primzahlen, 
nls deren Factoren, auflösen. Kennt man aher die Tjogarithnien meh- 
rerer Factoren, so hat man ancli, durch unmittelbare Addition der- 
selben, den Logarithmus ihres l^roducts. Addirt man B. die 
Lfosarithmen von 2 und 3, so hat man den log. von 6. Der Grund 
ist l^cht Anzusehen« denn setzt man derKüixe wegen log. 2^a 
log. B»/', so ist 2s«10« und 3-= 10»^ mithin: 2-3alO«- lO^'i— tO«+*. 

Anmerkung. Macht man jedoch dieVergleichunginitdeiiTafeln, indem man 
s. B. log. 2 und log. 3 wirklich addirt, um zu sehen, ob die Summe mit lug. 6 
übeteiiistinimt,sn mussman hiebei. wie überhaupt hei allen lo^aritlimischen Rech- 
nungen. tolgendeBemerkungen wohl beachten: Bei der iierechuuug deri^ogarith- 
men-Tafehi wurden mehr als 7 Decimalen gcbrsiielit. Von diesen I/ecimiilen sind 
die« ersten dergestalt eingetragen, dass die 7te Decimale inn I ▼ergrössert wurde, 
wenn die darauf folgende 8te Decimale über 5 war. Aus dieser Ursache kann 
al80 die Kichtigkeit der letzten Decimale nicht verbUret werden. Diese Ab- 
weichung von der Jffirahtigkeit kann daher, wenn aneh für gewöhnliche Praxis 
immer unschüdlicli, dennoch während der Keclinung beträclith'cher werden und 
. auch noch auf die vorletzte ZiÜ'er EinHuss haben Addii-t man nämlich viele 
Logai'itlunen oder multiplicirt sie mit einer grossen Zahl, so muss das licsultat, 
wenn die letzte Decimale sn gross war, aneh an gross werden, und wenn die 
letzte Decimale nicht zu gross war. wegen Vernacnlässigung des Beitrags, den 
die bte und iite Decimale gegeben hätteu, zu klein werden. In solchen Fällen 
können also die b ei d e n I et a ten Decimalen der Logaritimien von der Wahrlieat 
abweichen. Dividirt man aber diese Logarithmen wieder, so verhfilt sich die 
Sache umgekehrt, indem der etwaige Fehier der letzten Ziner mit dividirt, und 
folglich Wieder kleiner wird. 

264. 

Weil die Iste Potenz von 10 die kleinste zweJziflTnge, die 2tc 
Potenz die kleinste dreizi^fiige» die 3te Potenz die kleinste vier- 
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iiffns^e Zahl giebt &c., 80 müssen im Bnggs'schen System (als noth* 
wcnilige Folge der Gnimlzalil 10) die Logarithmen aller zwischen 
l und 10 fallenden Zahlen grosser als 0 und kleiner als 1, mithin 
achte Brüciie, die Logarithmen .aller zwischen 10 und 100 fallen- 
den Zahlen aber]>> 1 und <C2, mithin gemischte Zahlen sein. Die 
ganze Zahl, welche ein Logarithmus enthält, heisst die Kennziffer, - 
und der angehängte Decimalbrueh die Decimalen desselben. Es • 
ist ferner klar, dass im Brigffs'schen Systeme die Logarithmen nller 
Zahlen, welche keine ganze Potenzen von 10 sind, gemischte Zahlen 
siitd, und dass die Kennziffer eines Logarithmus imm^F\ 
eineEinheit weniger zählen muss, als die zugehörige j 
Zahl Ziffern hat. 

Für alle einzifFrigen Zahlen ist 0 die Kennziffer der zugehörigen 
Logarithmen, für alle zweiziffrigen Zahlen 1, für dreiziffrige 2 &c. 

IIa man also aus der Anzanl ZiiTem einer Zahl zugleich auch 
die Keimufibr des zugehörigen Logarithmiis weiss, so konnten deshalb 
auofay sor Ersparang des Raoros, die Kennziffern der Iiogarithmen 
aus den Tafeln wegbleiben , und dies ist der erwähnte Vortheilt 
weshalb Briggs die Zahl 10 als Grundzahl angenommen hat Für 
alle Zahlen von 1000 an, findet man daher bloss die Decimalen der 
zugehörigen Logarithmen; die Kennziffer muss der Rechner selber • 
hinzufügen. Hiemach hat man aus den Tafeln mit Zusetzung der 
Kennziffern: 

log. 4571 = 3,6600112; 
log. 4577-^3,6605809 

265. 

Da die Logarithmen mehrerer Factoren zusammen addirt, den 
Logarithmus ihres Products geben, und femer die Logarithmen aller 
einlachen Ban^ahlen ganze Zahlen, also blosse Kennziffern sind, 
weksfae kdne Deomialea bd sidi haben» nämlich: log. IOmI; 
log. i00=s2; log. 1000 ssB 8 80 ist klar, dass wenn man dne 
Zahl mit 10, 100, 1000 ftc. multiplicirt, die Decimalen ihres Loga- 
• rithnms deshalb noch immer dieselben bleiben und bloss die Kenn- 
ziffer sich ändert. Kennt man z. E. den Logarithmus von 2, so 
kennt man auch die Logarithmen von 20 = 2 10, von 200 = 2 - 100 &c. 
Aus dem Logarithmus von 47 hat man gleich mit gehöriger Ver- 
änderung der Kennziffer auch die Logarithmen von 470, 4700» 
47000 &c. Man hat z, B. aus den Tafeln:») 



•) Ausser den nur störenden Komziffem hätten also auch alle 1-, 2- und 
32iffrigea Zahlen und deren Logarithmen aus den Tafeln wegbleiben können, 
daoum bcimBOekwirttanfteidagea der Zahlen zu gegebenen LogarithSien diese 
ersten Seiten doeh ideht gebrauchen kann. I|ie Tafebi bfnachten eist mit den 



« 
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log. S»bO,30I08«0; log. • 47>-'f,«7M79 

^ SOmp^I^MIOSOO; „ 470 — M720979 

v 200U:VOI9800; „ 4700 3,6720979 

^ 2000«»M9^0300; » 47000 — 4»6720979 

„ 209909«- 9,80 10300 j 47000000^7,6720979 

an. 



. - 266. 

^ Da nun umgekehrt der Logarithmus eines Quotienten (also audi 
**von einem Bruche, den man als eine angedeutete Division betrachten 
kann) erhalten wird, wenn man den Logarithmus des Divisors von 
dem des Dividendus subtrahirt, so folgt hieraus sowohl, als aus 
§ 265, dass, wenn man eine Zahl durch 10, lüO, 1000 &c. dividirt, 
die KemmiTer dei Lo^arithmiis jener Zahl um ao viele Einheiten 
kleiner wird» als & em&ohe Baogiahl Nidleii hal^ die Deeimalfla 
«her unreriiadert Ueihen. So ist s. R: 

log. 4571 «3,6600 112 und fol|^ 
log. «H'""2»6600ti2 

log. \W»Meooii2 

1 n ^,6 6 00 i 11 

denn es ist z. B. VW'^ — lO«»«"««*» 

2Ö7. 

Aus vorstehendem § ergiebt sich nun von selber die Regel, 
wie man zu einer ganzen Zahl mit angehängtem Decimalbruch 
den zugehörigen Logarithmus findet: Man setze nämlich die, zu 
der ganzen Zahl gehörige, Keunzifier und schlage dann den Lo* 
flnothmus auf, als wenn daiy die ganae Zahl und Broch trenneiidey 
Deoimalzeicheii gar idofat dk BUInde. 8o ist a. B. *f)ia»457,i; 
\W.45»71 ac, dahert 

log. 457,1 »2,66001 12 
log. 45,71 = 1,6600112 
log. 4,571 »0,6600112 



Ixiffrigen Zahlen anzufangen, denn will man i. E. den Logaridimm von 2, 20 

oder 2U0 haben, so findet man diesen mit Vorsetzung der gehörigen Kennziffer 
neben 200U. Ebenso findet man die Logarithmen von 17, 170, neben ITUü, von 
83, 830, neben 8300 &c. 

Die ersten Seiten der Logarithmentafeln gewähren aber in den Fällen eine 
Beouemlichkeit, wenn man zu gleicher Zeit die Logarithmen mehrerer 1 • bis 
3siffrig^ Zahlen aufschlagen musa, indem man diese dann ohne Vieles Blittan 



Digitized by Google 



199 



268. 

Um den zu einer ganzen Zahl mit ancrehängtem gewöhnlichen 
Bruche, z. B. den zu 36;^ gehörenden Logarithmus zu finden, kann 
man auf zweierlei Weise verfahren. Entweder man verwandele den 
gewölmlichen Bruch erst in einen Decimalbruch und suche dann den 
Losarithmus naoli der vorigen Regel, oder man richte die graniiohte 
Zahl ein, und sobtrahire dann den Logarithmus des Kemieni Ton 
dem des Zählers. Da z. B. 96|— SG^TS oder auch 86f ^ ^l^» so 
ist auoh: 

log. 36i»log. 36»75»Blog. 
. log. 86,75 -«1,5652673; log. 147—2,1673173 

4—0,6020600 

log. 4^x^1,5652573 

269. 

Um die sa S«sbten Brfidien gefaSrigen Logsridimeii und deren 
KennaüFer aus den Tafeln entnehnieii sa können, fiberlege maa evsl 

Folgendes : die kleinste directe Potenz von 10 ist die Ote, und dieiCf 
giebt die Einheit, 1 = 10^. Folglich kann kdne directe Potens von 
lü einen ächten Bruch hervorbringen, dies kann nur eine umge- 
kehrte, d. h. eine Potenz mit negativem Exponenten (§ 205) und 
folglich müssen die Logarithmen aller ächten Brüche nothwendig 
negativ sein, und zwar je kleiner der ächte Bruch, je grösser der 
dazu gehörige negative Logarithmus.*) 

Den an einem ächten Dedmalbrodi (d. i. ein soldier, dinr keine 
Ganze bei sich hat) gebärenden negativen Logarithmus würde man 
nach f 266 erhalten, indem man den Decimalbruch mit untergelegtem 
Nenner schriebe und dann den Logarithmus des Zilhleri ▼on dem 
des Nenners subtrahiilc. Eif wäre al 

weil 0,0564 =tJ^ 
und log. 564 = 2,7512791 
log. 10000 = 4,0000000 
log. 0,0564=-^24872Q9 

denn! dil!4T=!4i •.ioMiiiift-4«io-t.«««o», 



*) WSre ein Brach über alle Yontelliiiig Uefai, oder ^e num woM sa 

sagen pflegt, un end Ii ch klein, so müaste sein negativer Logarithmus unend- 
lich gross sein. Eine Grösse, die unendlich gross und niclit mehr durch Zahlen 
auszudrücken ist, pflegt man durch das Zeidlien oo und eine unendlich kleine 
6i6ie€» deren Untemmiad ron 0 nieht mehr sasogsben iati doieh das ZeielieB 

^ aniadenten. IMeserYofatdhiiigiiiMgeirSreabo 10^*-- j^^O»— 

Daher: log. 0 » — « (inf. neg.). Diese letztere Bezeichnung pflegt uimöthiger 
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270. 

Wird aber dn negativer Logarithmus niobt als dR8 Endresultat 
einer Rechnung betrachtet, soll er vielmehr zu andern Logarithmen 
addirt, davon subtrahirt oder die ihm zugehörige Zahl aufgeschlagen 
werden, so ist mit einem negativen Logarithmus viel bequemer zu 
rechnen, wenn man ihn erst in eine solche zweitheilige Grösse ver- 
wandelt, wovon der eine Theil ein positiver ächter Decimalbmch, 
und der andere negative Theil eine ganze Zahl ist, die ersterem po» 
dtiven Thdl als negative Kenndffbr mit dem l^nua-Zdofaen an^ 
hanfft vnrd. Auf cnese Form ist cm negativer Logarithmus leicht 
m bringen, indem man ihm nur dne solche Zahl mit dem + und 
—Zeichen hinzufugt, dass der ne^tive Logarithmus mit dem. ihm 
hinzugefügten positiven Theil veremt, einen ächten positiTen Deoi» 
malbruoh giebt. So wird z. B. aus 

log. 0,0564 = — 1,2487209 

indem^ vnr 2 addiren und subtrahirea» wodurch die QrSase des 
Logaatlmms nicht geändert wird: 

log. 0,0564 = 2—1,2487209—2 

acht man nun cBe beiden eisten Theile der dreitheillgen GrSsse in 
Bäns zusammen, so erhält der negative Logarithmus £e bequemere 
Form, wo er 0 zur positiven Kennziffer und positiven Decimalen, 
nnd angehängt» eine ganze Zahl als negative Kennzifier hat, nämlich i 

log. 0,0564 »=0,7512791 — 2 
^ 271.-* 

Weil der Nenner eines ächten Decimalbnichs die Einheit mit 
grade so viel angehängten Nullen ist, als der Bruch Dccimalstellen 
enthält: 0,564 =jrYVo; 0,0564 «^^^^ &c., so ist leicht einzusehen, 
dass die Kennziffer vom Logarithmus des Nenners um dn, zwd, 
drd * * ' Einheiten grösser ist, äs die Kennziffer vom Logarithmus des 
Zählers, je nachdem dessen erste bedeutliche Ziffer Zehntel, Hundei^ 
tel, Tausendtel * • - angiebt, oder was dasselbe ist, ein, zwd, drd ■ • • 
Nullen vor sich hat. 

Hieraus ersieht sich nun eine leichte Regel, nach welcher man 
den negativen Logarithmus eines ächten Decimalbruchs gleich in | 
der bequemeren 1" orm aus den Tafeln erhalten kann. Man suche * 
nämlich den Logarithmus zu einem ächten Decimalbruch grade so, « 
als wenn das Dedmalzdchen gar nicht da stände, setze aber im t 

i 

Weiee su Anfang der liOgaritfunentafeln zu stehen, und soll weiter dehte bs- ' 
deuten, als dass es von 0 keinen wirklichen Logarithmes giebt^ eben so wenige 
als eine wirkliche Groeee 0 sein kann. 
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Loganthmufl^ 4^' ali positive und zugleich eine ne^tive Kennziffer 
von 80 vidoi ISnbrnt», «b der Mteii gdtanden Ziffer dea Deoi* 
BMillHnHsbs Nullen voranstehen (die vor dem Deoimalaeieheu 
atehenda NqU iiiitgereoliiiet).^ Man hat s. R: 

log. 0,564 = 0,7512791 — 1 
0,0564 =«0,75 1279 1 — 2 
0,00564«a0,75m91— 8 

Der Logarithmus vom Zähler 564 hat nämlich 2 zur Kennziffer, 
der zu eubtrahirende Logarithmus vom Nenner des ersten Bruchs 
hat 3 zur Kennziffer. Zwei Einheiten werden hievon getilgt und 
dasB noch eine Einheit zu subtrahiren bleibt, ist (der bequemen 
FoüK wegen) angedeutet 

272. 

Um den negadveo Logaritlumu eines gewohnlichen Sohten 

Bruches zu finden, kann man den gewöhnlichen Bruch erst in einen 
Decinialbruch verwandeln und dann nach vorhergehender J^gel 
verfahren. So findet man a. B. f|» 0,4375, daher: 

r. log- 0,4375—0,6409781^1 



Oftmals ist es aber bequemer, den Logarithmus des Nenners 
von dem des Zählers, wie folgendes Beispiel zeigt, zu subtrahiren: 

log. 7 »»0,8450880 
• . • 16—1,2041200 



log. VV— 0,6409780— 1 (5 263, Amkg.) 

Es musste hier, um log. j\ gleich in der bequemem Tafelform, 
ASmlich mit 0 zur positiven Kennziffer und positiven Decimalen 
zu erhalten, zum Logarithmus des Zählers, um den des Nenners 
subtrahiren zu können, eine Einiieit addirt und subtrahirt werden, 
ieiaeii GröiBse iiiclit ändert. 

Eben ao findet man log. f imd log. rffri nSmlieh: 

+1 —I +8 -» 

log. 3 = 0,4771213 log. 11«=1,0413927 

• • • 7 ^0,845098 0 • 4771 = 3,678609 4 

log. 4»0,ed20233— 1; log. .744t-»0,3627833— 3. 

• Anmerkung. Ohne den WerHl eines Logarithmus zu Sudem, kann man, 
enn es die Ums^tände erfordern, die positive und negative Kennziffer gleich« 
.a^tig um eine beliebige Zahl grösBer oder kleiner machen. So ist z. B. 

• log. 1—0,6320233— 5,6320233 --6 »3,6320233 — 4 

«78. 

■ 

Nachdem nun zuvor gezeigt worden, was beim Aufschlagen 
der Logaritluuen zu ganzen, gebrochenen und gemischten Zahleu 
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hinsichtlich der Kennziffer zu beachten ist, und dass die Logarithmen 
zu allen ein- bis vierziffrigen Zahlen unmittelbar in der mit 0 be- 
zeichneten Spalte gefunden werden, wollen wir nun die weitere 
Einrichtung der Tnffrigen Logarithmentafeln erlüttteni nnd zuerst 
zeigttiy wie man mittelst der neun folgenden Spalten, welche 1, 2, 

3 • • • 9 zur Ueberschrift und Unterschrift haben, die Logaritlmien 
aller SzifFrigen, und dann mittelst der beiden letzten Spalten 
(Proportionalthoile) auch die Logarithmen aller d- und Tzifingeo 
Zahlen findet. 

1) Als man die Logarithmen berechnete, ergab sich, dass im 
Allgemeinen ihre drei ersten Decimalen aller fünfzifFrigen, nur in 
der letzten Ziffer verschiedenen Zahlen, vollkommen gleich sind. 
Man fimd & B.: \ 

log. 1267 —8,102 7766 

n 12670»«4,tos 7766 

^ 12671— 4,its 8109 

M 12672—4,102 8452 

' „ 12673 = 4,!oj 8794 

„ 12674 = 4,102 9137 

„ 12675 = 4,102 9480 

„ 12676 = 4,102 9822 

„ 12677 = 4,103*0165 

M 12678—4,103*0507 
12679— 4,1 •s*0850 

Dieser Bemerkung zufolge wurde folgende bequeme und raum- 
ersparende Einrichtung der Tafeln getroffen : Da die Decimalen der 
Logarithmen von 1267 und 12670 vollkomnien gleich sein müssen, 
(§ 265) 80 brauchen beide nur ein gemeinschaftliches Fach. Folgt 
aber auf die vierziffrige Zalü 1267 etatt 0 eine andere fünfte Ziffer, 
80 ändern sich deshalb bloss die vier letzten Decimalen des Log»- 
rithmue; und diese vier Decimalen Imuichten daher nur in dieselbe 
Qnerzeile, auf welcher die vier ersten ZifFem der filnfziffrigen Zahl 
stehen, und zwar in die Spalte, welche die fünfte Ziffer zur Uebep* 
Schrift hat, besonders eingetra^n zu werden. Auf die Fälle, wo 
sich ausser den vier letzten l)ecimalen auch noch die vorher- 
gehende dritte geändert hat, ist durch ein Sternchen (* oder ~ö) 
au^erksam gemacht. 

Haben irgend vier Decimalstellen ein solches Merkzeichen 
bei sich, so haben es natürlich alle folgenden in derselben Reihe. , 
Hieraus folgt also die Begeh 

2) Um den zu einer funfziffrigen Zahl gehörenden Logarithmus 
zu finden, setze man erst die genörige Kennziffer, suche dann die 

4 ersten Ziffern der vorgegebenen Zahl in der ersten Spalte (A^) 
und nehme gleich daneben, in der mit 0 bezeichneten Spalte, die 
drei ersten Decimalen des Logarithmus, die vier folgenden Decimalen 
^ber in derselben (^uerzeiie aus derjenigen Spalte, welche die fünfte 
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Ziffer der ^gebenen Zahl zur Ueberschrift hat Sind diese vier 
letiten Decimalen mit einem Sternchen bezeichnet, so musa man 

die vorher^i^ehende dritte um eine Einheit grösser nehmen. Wird 
die funfziffrige Zahl einmal oder wiederholt mit 10 multiplicirt 
oder dividirt, so ändert sich bloss die Kennziffer. Beispiele: 

bg. 22035-»4,3431131 log. 78,164 =1»8930068 

• • • 2,2035 = 0,3431131 • • • 781640 =5,8930068 

• • • 83829 =4,5292892 • • • 0,049097 = 0,69 10550 — 2 

• • • 838,87 -»2,5300331 • • * 1,1011 «0,0418268 

274. 

Wenn man die Logarithmen mehrerer auf einander folgenden 
5zifFrigen Zahlen von einander subtrahirt, so findet man, dass die 
Differenzen nur in den drei letzten Decimalen Statt finden und iiir 
kleine Zwisohenzinme einander gleich sind; z. B.: 

log. 23740»4,3i5 4807 Differens 
„ • 23741=4,815 4990 183 
„ 23742 = 4,315 5173 183 . 
„ 23743==4,3i5 5356 183 
^ 23744 = 4,815 5539 183 
H 23745»4,sis 5722 183 

Man sieht also, dass für kleine Zwischenräume die Logarithmen 
der 5ziffrigen Zahlen der 5ten Ziffer proportional wachsen. 

Wächst z. B. die Zahl 23740 um eine Einheit, fo wachsen 
die 3 letzten Decimalen ihres Logarithmus um die einmalige 
Differenz 183; wächst die Zalil 23740 um 2, 3, 4 Einheiten, so 
muss man die Diffbxens 183, 2-, 3-, 4mal za 6ßa letzten Decimalen 
Uuee LogarithmuB addiren Sso, 

Da nun diese Verhältnis smässige Zunahme der letxten 
Deoimalendes Logarithmus ilir Zwieohenräume Statt findet, welche 
um mehrere ganze Einheiten von einander entfernt sind, so muss 
sie um so mehr auch da Statt finden, wo der Sprung nur durch 
Bruchtheile, wie i\ too» rfrrr geht. Wächst z. B. die 
Zahl 23743 nur um den Bruch -fiy- • • &c., so werden auch 
die letzten Decimalen ihres Logarithmus nur um j*^, iV * ' " iw**^^ 
der Differenz, nämlich am ^yi iV ^^^ wachsen. Aus dem 
Logarithmus Ton 28748 und der Differenz vom nächstfolgenden kann 
•man also auch die Logarithmen von 23743^» 28748,8; 28743,85; 
23743,859, nuthm auch von den um 10-, 100-, lOOOmal grossem 
Zahlen 237438 = 10-23743t\j; 2374385== 100-23743^ finden, in- 
dem die Decimalen ihrer Logarithmen dieselben sino, und nur dio 
Kennziffern sich ändern. Mao hat z. B.: 

log. 28748«4,87«535«. 



Digitized by Google 



' A^frt man nun zu den letzten Decimalen dieses LogantfanfiaB 
den lOton Th«U der Differenz 183, 8mai» nämlioh: 

^•183 «8-(18,3)=« 146,4= 146 

00 kommt: log. 23 7 43,8 »4,3 7 55 502 

mithin ($ 285): log. 237438 »5,3755502 

Addirt man den lOOstenTheil der Differenz 183, 85mal, nämlich: 

^•183—155,5 

so kommt; log. 23743,85 = 4,3755511 

abo: log. 2374385 —6,3755511 

•t 

In den neoem 7sifiUffen Loganthmentaftln wird aber dieaee 
Berechnen der Ph>portionaItheile £iroh die mit PPfiberschriebenen 
beiden Spalten sehr erleichtert, indem die 2to die besagte Differenz 
183 und zugleich den Antheil fiir jede sechste, vorläufig als Zehntel 
betrachtete Ziffer im Voraus berechnet enthält, woraus sich der 
Zuwachs für die folp;ende 7te und 8te Ziffer, die man vorläufig 
als Hundertel und Taiu^endtel ansehen kann, leicht ableiten lässt. . 

Um nämlich den Logarithmus einer G- bis Sziffrigen Zahl auf- 
zuschlagen, setze man erst die gehörige Kennziffer und suche den * 
Logaritnmue vorfäufig nur za den fÜm ersten Ziffern d^r vorgege- 
benen Zahl; iehe am, in welchem Fache die Differenz dieses Logor 
rithmus vom nächst folgenden ausgesetzt ist (indem man in GredaiH 
ken bloss die letzte Decimale des erstem von der letzten des zweiten 
subtrahirt), suche in der ersten Spalte dieses Faches die sechste 
Ziffer der gegebenen Zahl und nehme den daneben stehenden An- 
theil von der Differenz; suche femer die siebente und achte Ziffer 
wieder in der ersten Spalte uikI nehme für die siebente Ziffer den 
zehnten, iür die achte aber den hundertsten Theil des daneben 
•behenden Proportionaltheils und addire Alles. 

So .findet man z. B. : 

log. 23743859-s 7,37555 13. 
Es ist nämlich: 

In den Spalten PP findet man nnn: 

,»0 183=146 
' ' 4^*183 = 91, also -jt •91==9»1 

A'183—164, also TiT'1^4,«-M 

daher I 
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. . log. 23743859 «-7,3755356 

_ • 

25iiwaehf wegen der sechsten Ziffer (8) 146 

» » n m $$ W 

log. 23743859 = 7,3755513 
Eben so: log. 237,43859 -»2,37555 13 
Eben so findet man: log. I275,8073a=d,1057851 
Dämlich: log. 1275,8073»3,1057826 

Znwaehs wegen der sechsten Ziffer (0) 0 

. » n ff siebenten » (7) 23,8 

log. 1275,8073 «3,1057851 

275. 

Um kurz anzudeuten, dass uiiifrekehrt die, einem Logarithntus 
zugehörige Zahl (Numerus) aufgeschlagen werden soll, wollen wir vor 
den Logarithmus das Zeichen N setzen. Da z. B. log. 2= 0,3010300, 
so wäre nach Festsetzung obiger Bezeichnung umgekehrt: 

A 0,3010300» 2. 

Die Regeln, nach welchen man rückwärts wieder die sn gege- 
benen Logarithmen gehörigen Zahlen findet, ergeben sich aus wn 
Vorher^henden. (S. Note ^ 265.) 

1) Alan suche allemal die drei ersten Decimalen des ge- 
gebenen Logarithmus in der mit 0 bezeichneten Spalte, die vier 
andern Decimalen des Logarithmus aber in einer der mit 0, 1, 2 • • • 9 
bezeichneten Spalten ; entweder in derselben Querzeile, in welcher 
die drei ersten stehen, oder tiefer, oder auch, aber dann nur eine 
Zeile, höher, in welchem FaUe ein Sternchen dabd stdbt ^ Findet 
man nnn ^e vier lotsten Dedmalen des Logarithmus in dner der 
xehn Spalten eanz genau enthalten, so schreibe man die in ihrer 
Querzeile in der Spalte stehende vierziffrige Zahl heraus, fÜgO 
derselben aber noch als fünfte Ziffer diejenige Zahl hinzu, in deren 
Spalte die vier letzten Decimalen des Logarithmus genau stehen. 
Von der herausgeschriebenen fünfzlffrigen Zahl schneide man end- 
lich noch (von vorne gezählt) als die Ganzen darstellend, eine Ziffer 
mehr ab, als die Kennziffer des Logaritlimus Einheiten hat, hat aber 
der Lojgarithmus eine negative Kennziffer, so muss man der heraus« 
gesefanebenen ^Isiffrigen ZaU jnst so viele NoUen vonetaen, als 
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die netfatiTe Kennziffer ISnlidten hat, imd dann lunter dm ente 

Null das Decimalzeichen seteen. Zur deudichem Einsicht und 
Einübung dieser Hegeln lassen wir hier erst einige Beispiele in 
abwedudnder Ordnung folgen. Man hat 2. Rs 

log. 22035 =4,3431131; JV4,3431 131 = 22035 

log. 66G,42 =2,8237480; iV 3,8237480 = 6GG4,2 

log. 8,7707 =0,9430343; JV 6,9430343 = 8770700 

log. 0,92904 =0,9680344 — 1 ; iV0,9680344— -3= 0,0092904 

log. 0,051001 = 0,7075787 — 2; iV^ 0,0010411 «»1,0024 

2)^ Um endlifsh za einem gegebenen Logarithmua , der moHl 
genan in den Tafbln enthalten ist, die zugehörige Zahl anfisusohlagen, 
verfahre man nach fo^nder Regel: Man suche die drei ersten 
Decimslen des Logarithmus in der mit 0 bezeichneten Spalte, und 
zu den vier letzten Deci malen die vier nächst kleinem in einer der 
mit 0,1 - 9 bezeichneten Spalten und schreibe die hiezu gehörige 
fünfzifFrigc Zahl heraus. Subtrahire die gefundenen vier nächst 
kleinern Decimalen von den qrccrelienen vier letzten und suche den 
Rest in der zweiten Spalte des mit J^P bezeichneten Faches ; findet 
man hier den Rest genau, so ist die links dabei stehende Ziffer 
die sechste der gesuchten Zahl, findet man den Best aber nicht 
genau, so setze man die neben dem nädist kleinem Froportional- 
äeil stehende Ziffer, als die sechste, subtzahire diesen nächst klei» 
nem Rest von dem grossem, multiplicire diesen neuen Rest mit 10 
imd setze die neben dem, diesem Producte am nächsten kommen- 
den Proportionaltheil stehende Ziffer als die siebente der gesuchten 
Zahl. Die achte Ziffer lässt sich durch siebenziffrige Logarithmen- 
tafeln nicht mehr bestimmen und muss deshalb, wenn die Kenn- 
zifier es erfordert, durch eine Null ergänzt werden. 

So findet man z. ISki 

N 7,875S5 12 ^ 28748850 

denn der nächst kleinere log. ist s= 7,3755356 
und die dazu gehörige Zahl ■■28748000 

Best 150 

der nächst kleinere Proportionaltheil— 146, die 6te Ziffer hiezu s= 8 
Best mnltipliciit mit 10, «siOO 
nächster Proportionaltheil » 92; also die 7te Ziffer 
mithin: JV7«3755512 =23743850 
Sben soRs ^^4,8755512^28748^ 
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Dbie Be^el folgt wnmittalbar ans der TorhergeheiideiL Man 
fldifiesse nüiulich so: Wäre die Dilfereiiz etatt Iw, 188 geweseiiy 
80 wftrde die zü dem nächst kleinem Logarithmus heräusgeschrie- 
bene Zahl um eine Einheit grosser geworden sein; mitniii nach 
der JE^gel de tri: 183 geben 1, wie viel 156? 

Antwort: Ü|iB0«85. 



276. 

Die Logarithmen der auf einander folgenden Sziffrigen Zahlen 
weichen erst in der Sten, 9ten und ferneren, ausserhalb der TzifFrigen^ 
Tafeln liegenden Decimale von einander ab. Man kann also auch 
nur zu 7ziffrigen Zahlen die Logaritlmien genau finden. Grössere 
Zahlen kommen in ernstbal'ter irraxis höchst selten vor. 



370978 -»5,5693482 

3,891 1459 «=7782,98 

3) loff. 8689836 =6,9390116 

4) Jv 6,9720151 =9375946 

5) log. 200,36084 2,30 18128 

6) Jv 0,0692746 —1,172987 

7) log. 0,07787009 »0,8918707—2 

8) N 0,091 1892 — d»>0,0012885 

9) log. 4,501000895 -«0,6533091 
10) 0,0901392 «»1,230664 

Anmerkung 1. Sämmtliche in diesem Bache yorkommenden Logarithmen 
dndMS einer dei am meitttn rerlnreiteten Sltemttereot Ausgaben derV ega'- 
sehenTafeln entnommen, und können deshalb von der neueren Aasgabe, welche 
in den Proportionalthcilcn noch die achte Decimale berückaiichtig:^ in der sieben- 
ten Decimuie zuweilen um eine Einheit abweichen. 

Anmerkung 2. Wie man mit 3 -, 5 - und 1 Oziffrigen Logarithmen-Tafeln 
verfiihrt, ergiebt sich aus der vorigen Theorie von selbst. Wer überhaupt die 
Einriehtang und denGebxaiieli derLogaridimett^Tafehi venteM^ äm lernt auch 
die £iiiiielitiuig jeder endem metlieiniuiselien Tafel )»ld^ 
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Zwanzigstes Buch. 

Znaammenstelhing der Hegeln Uber den Gbbrandi der Loga- 
rithmen. Erläuterung dnrch Beispiele, welche ohne Loga- 
rithmen nur mit grosser Mühe, theils gar nicht gelöst werden 
können. Verschiedene Bemerkungen ^ko» 

277, 

Ist ein Product zu entwickeln, so addire man die Loganthmen der 
Factoren; die Summe ist dami der Logarithmus des gesuchten Pro- 
doots, welches man also in den Tafeln aufechlagen kann (f 258, 1). 
Audi Buchstaben-Ausdrucke lassen sicli nach dieser Reg^ in lo* 
garitbnuschen Fonnen entwickelt» danteUen. Ist a. B.: 

♦ 

wo a, b, e Factoren und x deren Product bedeutet, so ist allgemein} 

log. araslog. a+log. &+log. c 

BeispieL Man suche x aus folgender Gleichung: 

4P— 823-1305 j (2,40067)(0,0067925)-2 

logarithmische Entwickelung: 

log. 823 — >2,915399S 
' • • • 1305 —3,1156105 
. 1^. . . 0,66666667— 0,823««{|}.| 

2,40067 «0,380* 
0,0067025 —0,8320^96^8 
. . - 2 —0,3010800 

log. d;— 8,3683111— 4 
oder log. «— 4,36881 1 1 ({ 272, AmnkgO 
mithin: «—23851,8 
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Um zwd Zahlen Anroh «inaiider zu dividiren, subtrahire maD 
^6D Logarilliiiiiif des Diviton yom Logarithmus des Di?ideiidi|s; 
der-Eest ist du hoankimm des gemäteo Quotientaii» dm mao 
flko UoM WS doi %Kfeb «bnufliMlMn bttoBfat (f U8; S.) 

1^ s. B.: . a 

wo a den Dividendus, b den Divisor und x den Quotienten bedeutet, 
so ist, auf beiden Seiten die Logarithmen genommen» allgemein; 

]og.4ra«log. a— *log. fr. 

Beispiel. Man suche a aus folgender Gleichungs 

25,0035 ' 
7123,0409 

ABflSmiig. LoguithmisQht 

+s 

log. 25,0035 » 1,3980008 
• • • 7123,0409 =8,8526058 

log. j: =0,5453355 — 3 
also: «tB 0,0035 10229 

Besteht der Dividend oder Divisor oder auch beide ausFactoren, 
so kann man die Logarithmen von beiden erst besonders suchen 
und dann subtrahiren. Wäre z. B.: 

abe 

•o ist: log. .r«log. (abe) — log. (if) 
oder: log. jf^-log. a -Hlog. 0 -f- log. e^Qiog. 44- log. t) 
oder; log; «Halog. a+log. i* 4- log. c-— log. «i-»log> t 

Bel-pisL Man snclie x aus folgender Gkiolinngt 

0,035689-6,08376 9 
34,595 07Ö050602 

▲nflSiOiig. Logarithmisohi 

ZShler: NGnner: 
log.. 0,035689 = 0,5525344^2 log. 84,595»= 1,5390133 
• • • 0,08370 9—0,7841727 • • • 0,0060002 —0,7041677 — 8 

0,3307071—1 0^1810—1 

0,3867071 — 1 
0,2431810^1 

kg.«— 0,0935261 
«— M40298 

14 
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mww» 

^ * Wenn (wie im TOrhergchenden Beispiele) mehrero Logteidnndki 

und Ton der Summe ein oder mehrere subtrahirt werden müssen, so kann man 
in dem Fall, wo die zu subtrahircndeii Logarithmen genau in den Tafeln ent- 
tHÜien amdy und also nicht erat durch Hfim 4tr PtopottionlflieHe geauclrtm 
werden brauchen, die Arbeit manchmal abkürzen, wenn man, statt LogariÜuntli 
zusubtrahircu, ihre dekadischen Ergänzungen addirt und dann wieder von der 
Summe der Kemisiffer ao viele Zehner wetrlässt, als dekadiscbe Erg^sungen 
addürt smd. Die dekadische Ei^glAsons' (o. £.) eines genau in derTafet ent- 
haltenen Logarithmus, d. h. das, was inm an 1 0 fehlt , erhält man sehr leicht, 
indem man, mi t derKennaiffer amgefaugeji, jede Ziffer desJUogarithmu« gieieh 
ans dfflT^inl TOti 9, und die leürteTon to (inBedaaken) ndikiiQiirt Der ümod 
dieses kleinen, namentlich bei trigonometrischen Keclmun^enh&ufig zu benutzen- 
den Yortheils ist leicht einzusehen Denn, ob man einen Logarithmus subtrahirt 
oder mit umgekehrtem Zeichen addirt, nachdem man seine Kennziffer zuvor um 
10 TefgrSsaert und verkleinert hat, das ist einerlei Wire s. B. dir Logaritbimit 
2,3056707 zu fabtnhuai, oder, waz dasselbe ist, — 2,3056''07 au addireu, eo 
hat man* vi. > ^ 

S,S05«707«»10 + 2,3019707— 1» 
«10— 7/t9l320S 
uilliiii— 2,8060707— 7,mM8»ll—l«. 

Ob man also —2,3056707 oder die dekadische Ergänzung 7,6943293— 10 
BääSset, das iit einerlei. 

Ajastatt aber die dekadischen Ergänzungen zu benutzen (No. 1\ kann man 
anch eben so gut die zu subtrahirendeu Logarithmen mit umgekehrtem Vor- 
zeichen unter die zu addirenden schreiben , und bei einiger Uebuug beiderlei 
Cjperationen zugleich verrichten (N«. 2)» Anl&nger mSchlea al^ besaw thun, 
iteli wie im § 278 an Teifthren. 

0,035689.6,083769 

M,69&-0»005060a 

No. 1. No. 2. 

log. 0,035689 »0,5536344—2 log. 0,036789 — 0,5525341—2 

log. 0,063700 —0,7841727 log. 6,083760 — 0,7841727 

4 E. log. 34.595 —8,4609867 — 10 —log. 34,595 «-—1,5390133 

I» .M log« 0^50602 «=9,2958323 3 — 10 —log. 0,0050602 ^— u,704 1 677-f-3 

kg.«— >ü,Ui»J5261 , log. 0,0935261 

c— 1,240298l 
• * . < 

MX 

Um eine Zahl auf eiiie Potenz zu erheben, muss man den 
Loffaritlmiiu der Zahl mit demPoteiut^Eznoiieiitfliiiimltipliciren, so 
erhält man den Logarithmu» der Potenz. Man hat £. B. (§ 258, 3): 

• kg. a*=log.attaa = log.a+log.a4"log.a4-Iog.» 

also: log. a*»=4 log. a 
allgemein : log. a" « n log. a 
• eben so: log. log. a - 

Man fluche « ans folgenden Gleichungen t 

1) ««(1,8504)»* 
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Auflösung. LogAnthmisch: 

hg. 1,8&04— 0,1804624 
22 

S60924(( 
2609248 

log. «—2,8701728 
•ko ««-741,6082 

log. 200 «=2,30 10300 

• • • 831» == 2,5 198280 (§ 2 72) 

0,7812020 — 1 

10 

7,8120200-^ 10 

log. «—0,8120200—8 
. mitlim «—0,006486648 

Um au8 einer Zahl eine Wurzel zu ziehen, braucht man nur 
denLogarithmoB der Zahl durch den Wurzelexponenten zu dividiren; 
der Quotient lat dann der Logaritlunus der gesuchten WurxeL Et 
tat nimlieh (§ 258, 4): 

log. ya— log. a^»=^log. as 
« 1 

•Dgemein: log. ya— log. <u 
Beispieles 

i)«-y2 . . 

log. 2 «»0,30 10300 

log. «—0,0430048 
alao «—1,104089 

Hat man ans einem ächten Bruche eine Wurzel zu rielMn» 
■bo deisea negatiTea Loguithmua durcii eine Zahl m dividiren, so 
mUM man (damit der ne<^ative Logarithmus die zum Aufsuchen des 
ihm augehörigen Decimalbruchs bequeme Form heliält, § 270) zur 
positiven und negativen Kennzift'cr erst so viele Einheiten addiien, 
dass sich die negative Kennziff er durch den Wurzelexponenten ohne 
Kest theilen lässL So findet man z. £.; 



818 



s 

log. 0,0375=0,5740313 — 2 

-«3,5740313 — 5 

5). _ 

log. ^•«=0,7148063—1 
' aUo a;»0,5185687 

m 

Kommen in einer logarithmisch zu entwickelnden Grosse Fao» 
toren oder Divisoren vor, welche Potenzen nnd, so moss man 
natOrlieh von allen Wimein der venohiedenen FoCemen die Loga- 
rithmen besonders nehmen und mit ihren Eiponenten nrnk^Hdorao» 
ww ae folgende Beispiele andeofteni 



1) m^aaM'^ü^t^ 

log. A'«=log. a+log. a + log. a+log. ^-^log. b 
kilfier: log. «»8 log. a+21o^^& 
2) «-Ba»6"c" 
log. ammmlog. a+nlog. 5 + nlog.ji 

4 

log. «««—log. a+-^log. b 



283. 

Unmktalbnr kann man mr dann ein Product nut Logarithmen • 
beredmen, wenn dieFnotoran einth eilige GroBaen sind. Yiel- 

theili^ Factoren muss man als eintheilige betrachten, oder wenn 
die emzelnen Theile Zahlen sind, sie zuvor in eintheilige Grossen 
eusammenziehen, und daher jeden Theil, der eine Potenz oder Wur^ 
selgröflse ist, erst besonders mit Logarithmen berechnen. Sei z. B.: ^ 

l) mmmor{a-^bY 

•n iüs kg; ««Hflilog. a+«log* («+^) 

log. iilog.(A+Ä^)-+-log.(a+fc)--iik|i,(«— I) 
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log. 3=0,4771213 
. 1144^3,0584260 



+2 . -l 

^ 0,4186953—3 1 (§ 281) 
0,4837391 — 1 



=0,3046064 
•1|««b0,46875-- 



0,1641436» ji-VTAx 

log- («—VtAt) =^0*2152240-1" 

U) — 

1g^ 4;i»0,9476816— 1| 
dao «cb0»886506 

284. 

Da wir mittdft Ii0(^nfithiii6ii jcdo WnvMt ▼on beliebigem Orade 
fflisndiea können» 60 ist es jetzt anoh locht, alle reine hcHiere 
Gleichungen zu. lösen. Würde z. E. aus folgender ranen Gleichung 
-^om Ilten Qiade « gesucht (§ 219): 

fa?«* -f 0,501 —2«« « -f 6,05 
•0 ists fäc** — 2«« 1 =r— 0,501+6,06 
^ft;«i »5,549 

«li«a_4,iei75 
U 

«—y— 4,16175 (§ 216, S) 
bg. 4,16175«*=0,6192760(7t) 

log. «1^^0562978 (n) 
«•»^1,138407. 

Anmerkung. Durch dai dem Logarithmus ang^ehängte (n) deutet man an, 
4ut die zu ihm (gehörige Zahl mit dem Minus - Zeilen (negativ) genoramoD 
werden muss. Da die Logarithmen ron ganzen Zahlen podtfar,vonichtcD BrUchea 
n^atir sind, so ist klar, dass man in den Tafeln zu negativen Zahlen keine 
Logpahthmen finden kann. Um also mittelst der LiOffaritlmien negative Zahlen 
Biit einiiDder in multiplieiren, dividiren, potentUran &e* imm aum «UeieZriilM 
wfihrend der Rechnung mit Logarithmen als positiT *FflhllMHI and dsan VOT dss 
BesiiUat wieder da» gehözige Yoneichen setzen. 

Mit Hülfe der Logaritfamen ist es nun oftmals auch l^dit, £e 
in einer Gleichung enthakene unbekannte GrSaee jelbet dann «u 



8U 

' finden, wenn sie auch als Exponent vorkommt. Würde z. E. 

frao^t, auf welche Potenz die Zahl 2 erhoben werden muss, um Bie 
. Zahl 64 hervorzubringen y so ist, wenn man den unbekaimten 

BipODontfin foriXufig wai m bescicimeit 

* 

Anf beUbn Sflitan dteLogwitlmMD ^tsD/aiam^ \immA ({ S80)t 

«log. 2 »log. 64 
AhI beidfoSeitcn doroh denCk)effideiileii voB«^i^^ 

.8061800 



log. 64 



,8010800 

also J^esO. 

^_ « 2 ™ - ^- 

Im l oUtettt Fall hat man swei LofariUimen von euumder m Mbtralunn, im 
«ntem aber wirklich durch einanaer zu diridiren. Hier kann man aber auch, 
wenn es bequemer ist, die Logarithmen als gewöhnliche Bahlen betrachten und 
den logarithmischen Qaotieiiten wieder durch Xogarithmen berechnen, indem man 
nach § 278 Logarithmoi von Logaritfanoi athmdp d«n desDirisors von dem 
des Dividendus subtrahirt und in dfllH IMMHin T^njgirifliinin dM 2ahlMfiMU|g^ 
2) Allgemein wenn: , 

■0 iat » log. a<»Iag. 8 

mm log. a -f (« — i ) log. (A — a») log, c + log- ^ 
Km log. (i -f n log. Ä — ^ log. ft =» Ä; log. c — x log. c -|- log. d 
sein log. a — j log. * +x log. c — Ä: log. c + log. d — n log. b 
m {m kg. a-|-log. c— ^ log. A; log. e +log. d-^nlii^ 8 

ipmb y??— ^ l og.<i — wl og.8 
* inkii^if-kg. c— I Jtf. 8 

r 

* 1. Avljgabe. Maa suche o; aus der Qleiohoiigi 

nur 

Auflösung. Setzt man einstweilenc* «=2, folglich so itu 

— hz^d 

und hierau« (§ 231): 
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• — 

mlog.c ° \ 2a / 
* a. AuliiRbe. Alan «uohe « «la clor Gleichungt . 

Auflösung. Man findet leicht (mit multiplioirt und o'«^ 

gesetzt, § 231): 

^ log.i (^±y6^ 

* 



9, Aiiflsabe. Zwischen S and 8 soUen mr QHeder so dnse- 
äohaltet (intefpoUct) weiden, dass dann alle sechs Glieder eme 
goometrisohe Progrossion bil' 



Auflösung. Gegeben a»2; ^^bS; n»6 und e geflucht. Aus 
<te«ae"-» (5 253) folgt: 

.eHV — 
' a 

log .-'^g' <-log> g^ios« > 
*vg.t^ t e— 1 

t'= 1,319508. • 

Die Beihe ist also: 
2, a-(l,310 ), 2 (1,319 OS 2 (l,819-- )»t 2-(l,818- • )«, 8. 

8801» 

4. Aufgabe. Sesaa, der Erfinder des Schachspiels, wurde von 
dem indischen König Sdieran auigefordert, sich £Ur seine Erfindung 
eine königliche Belobniuig xu wiwlen. Sess« eibat sich darauf die 
Summe der Weiaenkömer, welche heranskonunt, wenn das erste 
Feld des Schachbretts mit 1 Korn, das zweite mit 2, das dritte mit 4 
iiiul 80, nach dieser Progression, alle 6 4 Felder durch, betetet werden; 
nämlich: 14-2+4+84-18 H2*'.Wiegrossistdie ganze Summe? 

▲ufl6siinc. 0«gebeaa— 1,«— 2,C-«2««nBd«geiaekt(|2M). 
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Die Snmmebetrilgt also über ISTrill. Gknaatristsie 1844674407370955161». 
Die letzten Ziffern köimenmittebt Logarithmen nicht gefunden werden, da diese 
über aUeVorstellung grosse Zahl dieGränxea der Tafeln überschreitet. 18Tril- 
Uonen Körner könnte die ganxe Erda, wenn auch alles feste Land basSt wMc^ 

289. 

6. Aufgabe. Ein Weinfaas hält a z. R 100 Maass Wein, hie- 
TOn werden 6 z. B. 1 Maass abgezapft und eben so viel Wasser 
wieder zugegossen. Nachdem sich Wasser und Wein vollkommen 
gemischt naben, werden von der Mischung abermals b Maass ab- 
gezapft und dffir Maogel wiader dardi oMffM Waaeer ergänzt. 
Wenn mm dieses n s; B. 20mal geschieht, wie ^ Wein ist dann 
noch in der Miaohung entluüten? 

' Auflösung. Um hier leichter auf den Ansatz zu kommen, überlege man die 
Sache so : Wird von 100 Maass Wein 1 Maass, d. h. der , Theil, abgezapft 
und durch Wasser ergänzt, so bleiben noch 99 Maass Wein im Fasse. Wird 
Ton der wiederum 100 Maass haltenden Mischung 1 Maass, d. i. der -^I^q Theil, 
abgezapft, so mtm dodi Ton Jeder Haan der Misefaung der j-lj^ Theü, mHliin 
1 ' „ . 99 Maass Wein nnd Maaae Wasser abfliessen, denn so viel mal mehr 
Wein als Wasser im Fasse ist, so viel mal mehr muss auch von ersterem ab- 
fliessen. Nach dem zweiten Abzapfen bleibt also noch 99 — i .99 Wein luud 
• 1 Wasser) zurück. Nadi abermaliger Ergänzung und Abzapfung tiiesst 
von jeder Sorte wieder der TheU ab. Mitlmi bleibt nach der dritten Ab- 
capfungnoch(99 — t^99) — Tii^(99 — yJu99)reiner Wein zurück «&c. Allgemein; 

wild von a llaata Wein b Maas«, d. i der 'j'^^ abgesapft, so bleibennoch 
•-«•j.«— a— 6 liaaw WainsiiriifsL Naeh dar FaUniii^ wieder b Umm vöb 
d« UiMlmvt, alao i^(a -«Xlfaa» Wein abgeiapft, bkita 

(.->*-i(a-t)-*<"-*)7»<"-')-»^MM..Wei, 

Mdi darviettan Abnpfling Ae. H«iMt ■Iw • teBMl itt Wthi«^ 

welcher lutcb der nteo AbzapfuDg noch im Faiae oder in der Mi«chuug i^t, wk 

• a«-i 

log. x = n log. (a — ft) — (n — 1) log. O. 
' Ist z. B. a = 100; Ä=-r, n— 20 
■0 hat man log. x=20 log. 99 — 19 log. 100 
«-=81,79072. 
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Einimdzwauzigstes Buch. 

Zinseszinsen - Bechming« 



290. 

IVenn die Zinsen eines Capitals, so wie sie fällig sind, gleich 
wieder als neues Capital anderweitig auf Zinsen gegeben, oder 
was dasselbe ist, gleicn zum Capital geschlagen, und also im fol- 
genden Zeitraimi mit verzinset werden, so sagt mau, das Capital 
»tehe auf Zinseszinsen. 

Dass ein solches Zinseszinsen tragendes Capitsl sehr schnell, 
anwachsen muss, und mit der Zeii jeiie beliebige Grösse erreichen 
kann, ist' vorauszustilien. Giebt man z. E. nur 100 Thlr. zu 5 % 
ein Jahr auf Zinsen, so hat man nach Verlauf dieses Jahrs an Ca- 
pital und Zinsen 100+ | J|'^-5= 105 Thlr. zu fordern, und kann also, 
wenn man beides aul"'s neue zu denselben Procenten stehen läset, 
einen Wechsel auf 105 Tiilr., ebenso nach Verlauf des 2ten Jahrs 
einen Wechsel auf 105 -f-|;}^ • 5 = 1 10^ Thlr., am Ende des 3ten 

Jahrs auf 1 10i-h^*-5 = l ISfi Thlr. ausgestellt, verlangen &c 

Fälle dieser Art kommen im gemeinen Leben täglich vor, na- 
mentlich im Finanz-, merkantilischen und ökonomischen Fache ; bei 
allen Versorgungs-Anstalten, Tontinen, Wittwen-, Waisen-, Leib- 
iCDten-9 Central-, LebensTersicherungs» und Dienstboten -CSassep, 
TiwWünken und allen andern öffentlidien Fonds, deren Temünflige 
^nricbtuUe und gewissenhalte Verwaltung die Kennfnisse der Zin^ 
■eerineen » Kechming, als deren Grundlage» voraaseetct. ' 

291. 

AxuSttSIt^ Beseichnet man tbk 2SBse8flinsea tmgendes Capital 

alleemdn durch a, die jährlidienProcente durch die Zeit, wiUirend 
wcucher es steht (in Jahren ausgedrückt), durch ri, und den erreich- 
ten Anwnchs ( Accumulation), nämlich G rundcapital und Zinseszinsen, 
durch A, so ist offenbar jede der vier Grössen A, a, n eine 
bestimmte Function von den drei übrigen. Um nun einen klaren 
Be^rüF von dem Zusammenhang dieser vier Grössen zu erhalten, 
sollen die Gleichungen für dieselben ge&ndeu werden. 
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Anfldaung. Man suche zuerät die Function fiir woraus sieb 
dann die andern durcli Keduction leicht ableiten laasen. 

Nadi Veriaui des ersten Jslirs wird das Gmndoapttal a zn: 

a+ d. h. man erhält den Anwaohs des Capitals 

a am JSnä» des enten JahiSy wenn nuui es mit der Gitae 1 +1^ 
mnltiplioirt Ifit Anfiuig deft 2ten Jalurs wird nlia das neue Capital 
a(l + ^ belegt, mithin ist dessen Anwaehs am Bünde des zweiten 
Jahrs, indem man den vorhergehenden Schluss wiederholt und noch- 
mals mit l -|- ^ multiplicirt, ; denn das mit Anfang 

des 2ten Jahres schon auf a(\ -\~\^) angewachsene Gnmdcapita) 
wird« mit den Zinsen, am Ende des 2ten Jabis aas 

t 

am Ende des dritten Jahrs aa(l + ]^)^ > allgemein am Ende des 
«ten Jahr8=»a(l H"^"» Mithin ist: 

flaut irir dar EmfiMihlmt wagaoi 

SO ist Aiva*s*.,.,.«.,«,.«.,,«(I) 

FChr p-^SVf iat z^m^Ob; fiir ;"-»4% ist ;r-»M4; fUr 
p^U % ist 1,036 ^ 

Nimmt man 4ti]f beiden Sttten der olngen GHadnmg di« 
Loganthmen» so findet man folgende vier Fonneb: 

log. Anlog, a-hnlog.« ••••«••.. (1) 

log. «BMlog. Ar-n log. jr •;•••••••(») • - 

log. „ log A-kg.« 



-^^^^^T^ W 

292. 

1. Aufgabe. Wie gross wird das Capital von 6000 TUr«, 
es 16 Jahre zn b% Zinseezinsen steht? 

Aufl53ung:. Qsgsbsn ai*6000| •«»is^l^ and Agamshl^ Wßum 
aachlTanBelU}: 
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log. ji—0,0211893 

^ ^ 16 

h wimirtLiiBg» SilhiMkiit BMI dw 1271358 
Qnnds^^ital Ttn. den, ^mnutliB to 2 1 1 893 

' 0,3390288 
log. rt »3,7781513 

log. As=4,1171801 
A— 13097 (nahe) 

S. Aufgabe. TVie gross muss das Capital sein, welches zu 4*)^ 

Zinseszinsen belegt, in 10 Jahren aul 300 Thlr. anwüclist? 

Auflösung. Gegeben 1,04 ;»«10;A«-a(M) und a gesiwlit Ant d«r 
PoOMl A^M^ iblgl: 

A 

? 

AaiBüfkiiBg; Dw Wer goAmdeiie log, a=log. A— wlog.jr < 
Ttm a-.20S^ Thb. hAm^ dm log. ;;i^0^17«S89 
auf 10 Jahre mit 4^ diteoatfrte 10 
Werth fwaM ndl. 0,1703330 

log. A =2,477t2l3 
log. a-= 2^007888 



294. 

8L Anl^slM» ESn Ctapital von 900 Thlr. ist mk seinen Zinse»» 
dnsoi In 18 Jahren auf 1100 TUr« angewaofasoB« Zu wk ¥iel 
VnoaA war eo MegtF 

Aufllhnmg. Bs ist hier gegeben: A«1100; a«000; n=«l2iiiidpge8tieht 

Kan saehe erst «=—l+J|L woiaiisdaimi» Ifitehtstt finden. Aus der Giagi- 
fonnel A««fls» liolgts 

A 



a 
•A 

' a 

. log A— log, g 

^ a 
log. A— 3,0418827 
- g — 2,884242» 

0,0871502 

0,0072625 

1,01686—1,017 (nabo) 
1,017 
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4. JoK^gßSbe, Wie lange muM das Capital Ton €00 TUf. m 
5% Zinseteinaeii atehen» tun auf 800 Thlr. m kaum? 

Auflösung. Gegeben a — 600} « — 1,05^ A»800 und n gesucht Aus der 
OrandfonMl A«a*» folgt: 

j^^^o& A — log, o 
log. z 

log.Ae= 2,9030900 
•• • a«s2,7781513 

0,1249387 • 

log. 0,02 11893 
fm5y89*"Jabse» 

296. 

1. Aufgabe. Ein zu 2000 Klaftern abgeschätztes Forstrevier verbessert sich 
jährlich um den 5U8ten Theil, d. i. 2 Kiatter auf je lUO, «Uo um wie 
gross wird es bei stetem Zuwachs nach 20 Jahren sein? 

Antwort. 2971,9 Klufter. 

9. Aufgabe. Nach der Süadfluth sollen nur 3 Paar Menschen gelebt haben, 
datenFert^anzimg Termöge ihres hoben Alters in 200 Jahren eine HülienKSpfs 
aflUta. Wie TielPkoceiitofedeB wierieistedTlieil befarng die jKhrüebe Zunahme? 

Antwort« 6j| % oder den lOten Theal beinahe. 

3. Aufgabe. Wie gross ist der gegenwärtige Werth eines erst nach 1 5 Jahren 
fälligen Capitals von lUOO Thlr., oder, was dasselbe ist: Jemand ist genöthigt, 
eine, erst nach 15 Jaliren anzutretende Erbschaft, an Werth luuu Thlr., gleich 
ni yerkanfen; wie viel kann ihm jetzt daf&r gegeben wcvden, 5"/« gere&ett 

Antwort. Man muss den Werth von 1000 Tlilr. auf 15 Jahro discontiren, 
d. h. ein Capital a suchen, welches nach 15 Jahren mit 5*/o Zinsessineen auf 
lOtO Thhr. anwächst Man findet (nach Formel 2) a = 48 1,017 Thlr. 

4. Aufgabe. Ein Wucherer leihet Jemanden 500 Thlr. und lässt sich darüber 
einen nach 2^ Jahren ohne Zinsen zahlbaren Wechsel auf 700 Thlr. ausstellen. 

. Wie riei Pxoeent hat dieser j&hriich genommen? 

Antwort, lieber 14° «. 

6. AuApabe Wie viel hätte ein zu Christi Geburt zu ö '/v belegter Pfennig 
bk 1861 eint 'agen kSmien? 

Antwort, log. A log. 1 + 1 860 . log 1 ,05 « 1860 (0,021 1803 .....). Dia na 

dem log A — 39,4 120... gehörige Zahl müsste mit 40 Ziffern gesebrieben werdan. 
Sie beträgt mehr als 2000 Sextillionen, welche Anzahl Pfennige in Gold umge- 
setzt und geschmolzen, eine viel grössere Kugel geben würde, als die Erde. 

6 Auflgabe. Wie gross wird ein zu 5% belegtes Capital von 6000 Thlr. in 
40 Jah]«n,mithalbjähdiQbflrffinanhlang, d. h. ^ — 21*;« hall^jlbriich geredmet? 

Antwort. Weil hier ausdrücklich halbjährliche Zinszahlung bedungen ist, 
so muss man ein halbes Jahr als Zeit-Eitiheit betrachten und mithin 26 Jalttr^ 
statt 10, and statt 6 V leahncn, «Isdann findet man ; 09dl,7 Xlifar. 
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* Wenn Jemand ein CapitaJ, z. B. 100 Thlr., zu 6 % jährlich 
■n saUmden Zinoen veiMit, dM CSapital aber sehon nach enMm 
Yicfte^liilire wieder kündigt, so icann er nach Reeht imd j^igkeit 
offenbar nichi|«e 1,5 Thlr. viert cljährlioiieZinMn nnd also auch niclit 
an Capital sammt vierteljährliehen Zinsen 100 (1,015)^ 101,5 Xiihr. 
fordern. Weil nämlich die Zinsen und also auch die Zinpcszinsen 
jährlich oder alle vier Vierteljahr zu zahlen l)G(lun<j!;en sind, so 
muss man hier offenbar das Vierteljahr nls Zeit-Einheit })etrachten, 
und daher solche vierteljährliclie Proeente annehmen, welche in 
4 Vierteljahren das Capital 100 Thlr. mit den vierteljährlichen Zinses- 
linsen waf die bedungenen 106 Thlr. bringen. Nennt man also die 

vierteljährlichen Zinsen a, so muss sein: ^^^'(^"^J^} "^l^^* 
Hiaraiia folgt: l+7^»yi»06--l»01467»imddie^rte(jiihflieliea 

Procente «=s 1,467. 

Wer also jährlich 6% zu zahlen schuldig ist, braucht für ein 
Vierteljahr nicht 1,5, sondern nur 1,467% zu entrichten. 

Diese üntersuohung bestätigt zugleudi die völlige Allgemeinheit 
der §291 gefundenen Ft»rmel: A«as^; ne gpUt nämlich auch Bai 
die flUe^ wo n eine gemischte oder gebroG&ne Zahl ist 

BeispieL Jemand «[lebt a — 2000Ü fl. auf Ziaseasinsea zu 5% jährlich j wie 
vM ksan er nseh IS^ Juxen aaittekfiDidem? 

Jüitwort. Esiit: 

kg. A—log. 20000+ 12^ log. 1,05 
A—36804,1 fl. 

HStte man aber den Anwachs erst für 1 2 ganze Jahre zu 5 % nnd dann 
den fernem Aowachs in dem folgenden halben Jahre statt zu 100 (}/ 1,05 — 1), 
sn IV« bsrechnea wollen, so wOxde derFelikr Usr MUeh mir II lllr «ia 

89a 

▲ofigabe. InwieiielJahrenkann ein Capital» a, zu demZina» 
ftuse z belegt» mmal» s, K 2» 8» 4mal ao groaa werden? 

Auflösung. Mau setze 7i Jahre, so wird das Capital a zu az\ 
da nun dieses -»ma sein soll, so hat man: 

odaraaf beadep Seiten doroh den gwmeinaohaftKeheu Factor a dividiitt 

loor. m 
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^Man flieht also, dass die gesuchte Zelt in welcher daa 
Oipital a aaf das mfiiche wachsen soll, eine blosse Function von 
dem IVooent viid also tob der Qitoe det Ce^lrii a völlig uni^ 
idiii^ ist In deraelbeB Zeit, nr welober nek em Oiqpital tob 
100 Thlr. verdoppelt, muss sich auok jedee «idcn Bo deiliflelbea 
Prooent belegte Gapitel verdoppeln. 

Beispiele. 1) In wie viel Jahreu vei-dopoelt sich ein Capital, wenn es zu 
•*/•, lud m wie Yiel, warn es ni 4 V« ImIc^ r 
ikBtwwt. Hiar ist 111—8 und«— 1,05 . 

log. 2 0,3010300 



log. 1»05 0,021 18»3 



-•«14,2 



Za SS 1)elcgt, fiÜlt abo die Yerdoppelang swischen 14 and 15, mithin 
des Vierfaslie zwischen 28 und 29 Jahre &c. Zu 4% belegt, fSUl die Ver- 
dOfgpelung zwischen 17 und 18 Jahre &c. Zu 3^« nach 23,4 . . Jahroi. ^ 

2) Die Bevölkerung eines Staates hat sich in den letstea 39 JehittiTeDn 
doppelt Wie viel Procent beträgt die jährliche Zunahme? 

Antwort. Gegeben ma»2; »—»39 und 0 gesucht Aas der Qleiehai^;. 
folgt: 

nlog. ;?«Balog.m 

, log.m 0.36103<NI 

log. 2—-^ — «-i-— da«0,0077187 

II 9v 

«vl»0179 

midun: paalyTS« 

Alsobeinehe l|V«td. i. reichlich der 55ste TboL 

299. 

Aufgabe. Ein Capital, a, wird ausser den Zinseszinsen noch 
jährlich um eine bestimmte Summe, vergrössert, die am Ende 
eines ^eden Jahrs, das letzte mitgerechnet, zugelegt wird. Es soll 
eine 1^ unction iiir den hiemach in n Jahren entstehenden Anwacha 
nach dem Zinsfiise z gerechnet, gefunden werden. 

Auflösung. Das Capital n wird am Ende des nten Jahrs zu 
a die erste Zulage eteht ein J ahr weniger, also n — 1 Jahr auf 
Zinseezinsen und ihr Anwachs ist folglich == 6 - 2*"* * ; die zweite Zu- 
lage steht nur n — 2 Jahre auf Zinseszinsen und wird also = />- s"""'; 
die dritte Zulage wird ^h*z*~^\ die vorletzte Zulage tragt nur 
eiB Jahr Zlneen; die letste Zulage trägt gar keiae ^neeB. Be-^ 
seioiBieB wir aleo die SuBmie iiftwiBi<li<jwr angewachaeaer Caytai» 
BÜI A« ao iafc am Sade dee ntoB Jahre: 

4.— a«"-i-^«*""*4-^Ä"~*-i-^'2""* •\-hz-^h. 
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Dieper AuadrocklSfist sich aber noch bedeutend Züsainmenziehen. 
Die Glieder, welche auf das erste (o^") folgen, bilden offenbar eine 
geometriBdie Progression , bei welcher, rückwärto gelesen, h das 
ente Glied» z der Exponent, 6if das letste GliM imd mkluB 

die Summe aller ■« ; — ^ 1-^ wt (§ 256.) 



Setzen wir alao statt der Pro^sslon ihre Summe, so erhalt 
di« folgend«» weit einfteliere l^oniiel, und die damu abgeleiteteas 

A-«.+^^ (D 

^ log.[A(^-l) + A l -log.La(z-l) + /.]') ^_ ^ . 

log, - ••••^ / 

Anmerkung. Auf lasst sich die Gleichung nicht reducircn, weQ 
BedttctioD avdf eine verwinkelte höhere Gleichuug führt ($ 217.) 

m 

Ist die jährliche Znlage dem anfänglichen Grundcapital gleicU» 
«o l&Bst sich die obige Formel (l), indem wir darin A = a setxen 
tmd beide Glieder auf einerlei Benennung bringen» noch- mehr sO' 
«ammenzieben. £s ist dann: 

(0 

— (') 

^ _ log .A[(; — 1)4»] — log.g 

801. 

f 

Wird aber, statt der jährlichen Zulage am Ende eines jeden 
uer V Jahre eine gleiche Summe b aulgenommeu, und die Grösse 

•) £■ folgt nimlich aus (1) : A(« — l)t«o(2 — 11.2r«-f ä«« — 6 und bierau«^ 

A(«~.|)4.& 



A 
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4m diwel oder iiivm tngewfi^ifteiie& Ca{ntiili wieder durch A 
htifidmetj so hat meii am BUe dea: 

leten Jahrs: az — />, 

2ten Jahrs: (or— b)-;?— ^no^*— &r-»^ 
Sten Jahn: <m* — bz* — hg — 
loten Jährst az*^^bz*'^bB*^'."^bZ'^h 

AUgemein, am Ende des nten Jahrs: 

Oder kürzer, indem man die in Klammeni stehende FrogresiioQ 
siimmirt: 

^-^-~:r^ (0 

(««-^A)(.^l) 

^^ log. [A(^>- 1)~ log,[a (z - . 

log. z .••••••••v; 

Ist der jährliche Abzug b ideiner, als die jährlichen einfaehsB 

Zinsen des Grundcapitals, so muss der Anwachs A offenbar immer 
grösser werden. Ist aber der jährliche Abzug grösser, als die jähr- 
lichen Zinsen, so mnss der Anwachs A immer kleiner, also endlich 
einmal 0, und von da an, wenn der Abtraf; noch fortdauert, invers 
werden, und mithin daa gegenseitige Verhältnisö des Gläubigers und 
SehnMners imikehreit ^ ^ ^ 

802. 

Soll durch den jährlichen Abtrag b das Grundcapital a sammt 
den Zinseszinsen in ?i Juiiren gerade getilgt werden, so muss in 
Formel (1) des vorhergehenden §, A»: 0, nämlich die beiden Glieder 
der reehten Sdte etnaader gleidi sein, daher: 

■••-_<•> 

Nach dieser Gleichung kann man, wenn von denvier Grossen o, 6, 
n, z drei gegeben sind, die vierte finden (J 299, Anm.). Es ist nämlich: 



^ a(z-D,f 

log. 6— log. [ft— a(a— 1)] , V 

log.* 
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m. 

• • . 

1. Aufgabe. Wie gros« wird ein za S^o Zinseszuweti auf 

25 Jalire belegtes Capital von 5000 Thlr., wenn noch am JEndc 
eioes jeden der 25 Jahre 200 Thlr. zugelegt werden? ' 
Antwort. 26476 llilr. Man hat nämlidi ^ 299); 



lo^ «SB 0,02 11893 

25 



1059465 
423786 



0—50005 «—1,05, 
^»200; ft— 126.. 




3,386355 



; (ig«»— i.)—a,a86as> ») 

log.(*»*-~ 1)= 0,3777350 
log, 6—2,3010800 

2,6787650 
k g. 0,6080700— 2 

8,9797950 



log. 2**! 
log« tf' 



=0,5297325 
'3,6989700 

4,2287025 



«—1 



»9545,42 



90L 



as«ft— 16931,77 
a«»«=: 16931,77 

A— 26477,10 



8. Auflgabe. Ea werden 5500 TUr. tn 4i % Zinaeirinsen an* 
^alagt, wie gross bleibt der Rest naoh 80 JaluttD, mit finde 
«inea jeden Jahre 300 Thlr. aufgenommen weiden? 
Antwort. . 2207 Tbir. Man bat nttmlidi : 



A — (U* 



H«"— 1) 

log. 2«.0,0191163 

80 



log. «"^0,5734890 
«»• = 3,74532 



2,74532 



l0f.(«"— 1) 
\ • • • ^1 



= 0,4385930 
2,4771213 



2,9157143 
f og.(«— 1)«= 0,6 532 125 — 2 

4,2625018 ' 
^(£!!^Zli)« 18802,13 



Gegeben: 
aB=5500; 1,045 
^-»300; n»-30. 

log. 0,5784890 
- log. a= 3,7403627 

, 4,3138517 

a«so«B20599,2€ 

l\ r-^ «=18302,13 

z 1 * 

1—2297,1» 



♦) Die zweitheiligen Grossen («~ 1) und (f — Omiissen, ehe man ihrcLo- 
garithmon nehmen ktuin, erst in eintheilige xasammei^e20gcu werden. (§2^) 



22e 

805. 

8. Aufgabe. Wie pn'oss mups der jährliche Abtrag // eein, da- 
mit von dem auf 10 Jahre zu 21 % belegten Capital vuu 6000 Tlür. 
noch 1000 Thir. übrig bleiben? • , . 

▲nlwort. m,i^TUr. £• iiil oimlieh 304): 



A.)^— A— lOOOs" «—1,02»; 

a^eOOO; n— 10. 

log.a— 3,778161» _£^^^-l — Oj£800850 
8.8858808 log. .(««♦•— AW3,S248100 

A^IOOO , , . 2.>22;500 

log. 6b> 2,7754587 
596,291 

SOG. 

4. Aufgabe. Auf ein zu 5 ^/o Zinseszinsen stehendes Capital 
von 30000 Thlr. werden jährlich 3500 Thlr. abgetragen; im wie viel 
Jahren wird dadurch dais Capital getilgt sein? 

Antwort 11^ Jahr (beinahe). 

llMihatnlnilich(9l02)s . , Gegeben: 

^ log. b — log, [b — a{z — 1)] a OB 80000; 6>f>8500; zal^OS. 



_,g ' log. A«» 3,5440080 

g — 1»0,05 logf^— a(g— 1)]«3,3010300 

g— 30000 0,2480380 

1300 Iog.<»0,021.1893 



3500 0,2430380 

«"-^AÄTTS;^^ —11,47 



^^a(2— 1)*-2000 0,0211893 

807. 

0. Auflgabe. Jemand hat 25 Jahre bindureli fon jahrlichee KSs^ 
kommen von 200 Thlr. (s. B. Nieeebranch, Beate, Actio Ac^ 'sa 
beziehen. Da er aber ein Gcediiift anfangen will, so entedüieeH 
er sich, seine 25jSlirige Rente sa verkaufen. Wie viel kiinn Unp 
jetzt dafllr g^^eboa werden, wem die Zinieii 3|% betragen? 

Anfewovt. 8200,84 TUr. 

AufloaTmg.Hier wird einCapital a geflucht, welches sammtseinenZinseuinflen 
in 28» Jahren durch den jährlichen Abtrag vonlOO Thlr. getilgt ist. £Heaeageg«BL> 
«Mgen Werth der 26j8brig£ Beule findet mim «bo ttaebrd« IVjraid dm . 
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t»^^Zt) ' 1,0S75; «—25. 

log.:=:0,0 159881; log<2**— iV-O,! 790247 ; log.rt •—0,3997021 
2» >»> 6— 2,9010>00 "(2-l )»^0,57403!9— 2 

799405 2»4800547 0»97d7S39— t 

819762 



0,3997025 2,4800547 
«*«-2»5t01<8 0,9737338—2 

<»*-'l«-l,5401l8 log.a— 3,5063209 

«^1-pO|03?5 . a«-8208|i4*^ 

6. Aullgabe. Um eine Wittwenpenslon von jährlich 6e200Th]r. 
zu kaufen, zahlt Jemand an die Wittwen-Caase jährlich rt=50Thlr. 
Wenn nun aber der Mann erst nach n» 20 und die Frau schon /// = 8 
.Jahren später stirbt, wie viel hat dann die Wittwen-Casse gewonnen 
oder verloren, wenn beiderseits nach dem Zinsiusse 2— 1^04 ge- 
rechnet wird? 

Auflösung. Werden dicZahluugcn bdderseitfl nut^nfang eines jedenJahrt 
geleistet, und der Schluss der fieehuung erst nach dem Ternossenen n4-mten 
M^ipMOMkl, M»Mil<dk «rtte £telage «-fm Jahne und kt alao an Werth 

a«*^; die 2te£inlage itebt «inJalur wenifferaad Ist also werth->as"''^~ * Aa. ' 
Die letzte Einlage steht nur m^* 1 Jahr und ist also as^~'~ * werth. Eben so 
Ist der Wertli dar tntan Pensioii b nach m Jabven mm kiT^ dar latet«i ^ Je 
Mitiün ist: 

»—1 S— 1 

... »-1 

Den ersten Theil des Zählers hätte man auch kürzer so finden können : Dia 
M Einlagen betragen, weil sie mit Anfang einat jeden Jahn besahlt wardeo, 

am Ende dm «t« Jahia — ^* diMaa Onital itdil um «Imt boA 

«»Jahre und wird— — » Dia obigaFomml kann aaeh ap gaieliriabi 

II 



FSr den oben angegebenen Fall, wo a—SO; 20; m^8|.' 

t — 1,04, hätte also die Wittwen - Casse einen YortheU von A— 202 Thlr. 
• Eben ao Ibdet mail leidit ^ Fbtndn fllr die FlUe, wo dii ZaU 
htUtlttdidi oderaaBBdadiaJatogeUiflaCb.adar wo diaSiiaagwii^An^i 
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die Pension aber mit Ende des Jahni entrichtet werden &e. Auch andere in 
djcsfi Art vorküinmcnde juristische, politische, staatswisseoschaftliche und der- 
gi«Mchcii Fragcu wird man nach dem Vorhergchendeb b6Uitw<0rlen können, und 
wir hoschliMiaa dah« äxum Gapitel mit «n paar «eliwiNm AuijpUMa IBr 

G<;übtgi-e. , . . 

• 309. • • 

• Aufgabe. Wie gross ist der baare Werth a einer wjährigen 
Rente, welche durch eine geometrische Progression läuft, deren 
erstes Glied /> und deren Exponent c ist; wo also am Ende de» 
ersten Jahrs die liente A, am Ende des zweiten Jahrs die Bente be, 
am Ende de« dritten Jabrs die Rente be^ &c.» am Ende des nteii 
Jalira * eehobeo wird, imd die Rente mithin Ton Jahr tn Jahr 
in dem Verhutmaa 1 s < waehaen oder abnehmen muMi je naofap 

dem t ist 

AnflSanng. Es ittam Snde des «toi Jalini der Wertti dort 

Jsten Ronte^Äs"—* 
2ten liente— ia.i^~* 



«— Itea Beute— 
Uten Beate— 



• Der für alle Renten mit Anfang des 
wild uaeh m Jahren aa. otß, IIMMa nniiH Mim 

wf'^h.ii^-^ +«« V« V"^ +...+»^~« 

Die zweite Seite dieser Gleichung bildet eine geometrische F^greuioo, wo 
hz^~^ das erste, " ' das letste Glied, der Exponeat, and deBsn Somme 

mithin (fi256)- J .SL=±Lj.t 

a 

If am hat also kSiMr: 



os"- 



aia 



" - »{(t)->} 



^Anlliabe. Wiegme isi derbaa^Tfeiditeduieiifi Jahi« 

nadi der aritimietiadien Progression h, 2^ Zbp 4h,'*nb ündante» 
den Rente, ifo also am Ende des enten Jahn b, waA Sn jedem 
folgenden J^ihro b mehr« alt im nSohst vorhoigefafliida^ gahobea 
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*Aufl5«uiis. Beult m der gegeuwirtige Wottfa, w> Iiis * 

Diese, ans einer arithmetiscbea und geometrischen Progresdai « 
. isesctxte Reihe litsst sieh in eben to Tiel« geonatriwhe Progrossionen zerlegen. 

S« Glieder v<.ihandi'n sind und dann summiren, wenn man zuvor ledes Olica 
' in so viele Theile zerlegt, als der davor stehende uumerische Coetücieut hm- 
hciteu hat. Eö ist nämlich: 

afa« -»—Aa ' -»+*»— *| 61"-*+*«"-^*»""* &Ö. 

WiMüt 



et«— 









(0 


1 +AS''- 


















(0 






+ii 




• • • • (t) 




























1 • • • • 
•+■ • • • • • 










■ • • • 
T • • • 






























+6. 





JeteQaeRrftebndet eine gc 
«mI «• ist die BnauM der Seifae: 



(»)»■• — i^ii t 

«•^ TTi — - f-I 

• • • 

Oi-iy»-ie* — i iirr 

fllH^ mMm^ in ahiga iMmehun^ itett der üBeihen ihre Summen, le iKI 

^__±_(y._,)+,^,(.''--.)+......+^c" -i)+r!rf 
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{^-f+ä— • - 1+ ...^ - 1 +«- 1} 

«•-^{•"+^-*-t- +f'+*-(l + l+..+ u} 

Die Summe der in Klammern stehenden Reiho i -f- 1 -fi^ ist » «», 

nCUied« (Einheiten) vorhanden nnd, di«SaBuiieder aadeni fedmatiioclMsii 

flvfcftitairt bmb di«e Smniiieiii wo homaU 



Othinigls 
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Anhang. 

Aiiiii6ilning€ii mid ESif^biBQiigcik 



^. 311. 

> Zu I 1. Man muthmasst, dass zu ungerm, allgemein üblichen Verfahren, 
mit leha WSrtem alle Zahlen zu benennen, die sehn Finger Veranlaaeoog ge« 
gtben iMbea. Mit OewiMheit kann man Aber dieses niuit behauptas, da es 
ursprünglich ganz willkürlich war. und mnn die Zahlen auch eben so gut mit 
mehr oder weniger Grundwörtern hätte benennen können. So hätte man z. K 
Attfan^ nur bis vier sn BiUeB fanmefa«!!, und daan, IQr die saf irierlbl» 
geiide^hl ein neues Wort zu ersinnen, eins und vier, oder kürzer ein» vi er 
nagen können, dann zwei vier, drei vier, viervier oder zweimal vier; ferner eins 
und zweimal vier 8cc. Die Wörter eins und zweimal vier, zwei und zweimal vier 
&c. hilMe man dann aueh wie § 1, dtureh Auslassung der SUbe „mal" und Ver- 
änderung der Silbe vier in kürzere verwandeln können — Nach Ariatctples' 
Berichten hat es ein thracisches Volk geigeben, weiches auf dieae Weise zälilte. 
Noefc'jflit eell eis aebnfiDgeriges VeiC die JUeftu m der Maebbttfeehirft des 
8ei)cgHl8 wohnen, welches mr ÜeMuiiing aer 7Mtn war IQnf QnindwiSvtar 
gebraoehty und so aäUt: 

ften, niard, ntet, gvyanet^ gutrott, (ptiron hen^ g^iiron ntard, 
(ein) (zwei) (drei) (vier) (fünf) (fünf und eins) (fünf und zwei) 

Mdireres hierüber, so wie über dieZahlzeichen derRömer, Griechei^ Hebräer 
«■daadser Völker adie mea iaMo vtaeia, hartoira detUathdaiatiqaM. Toail, 
pag. 4& ft 975 aad Kltgal*a IfatfaML Wortabaeh i. Thäll, peg. 1166 a. £ 

812. 

Zu 9 6. 1) Dass man statt 10 aaeh jede andere beliebige Meaga fiiaheitea 

als Grundzahl eines Zahlensystems annehmen kann, und dann nach demselben - 
eiaftchen Gesetz zur Darstellung aller Zahlen nicht mehr Ziffern braucht, als 
die gewollte Grandsald Einheiten hat, ist klar. HStte man s. E. die Ucberein» 
kunft getroffen, vier zur Grundzahl eines Zahlensvstems zumachen, mithin 
diese Grundzahl vier als Einheit ersten Kanges und also vier solche Kinheitcn 
ersten Ranges, d. L seehssenn als eine neue Einheit zweitai Hanges anzu- 
eeben u* ■ f., so hätte man auch nur die vier Ziffern 1, 0 aSthig gehabt, 
nm damit, in dem hiemach entstehenden Zahlensystem, die sogenannte Ti tridik, 
alle möglichen Zahlen zu bezeichnen. In diesem System ist also jede Einheit 
eiaer linke etebcadea SSffer Tienaal so grosa, ab die Eiuheit der niehst rechte 
stehenden Ziffer ; weil nämlich je vier Einheiten irgend eines Ranges eine Ein- 
heit nächst höhern Ranges machen, so muss m^ v i e r als Einheit ersten Randes 
durch 10 bezeichnen, tüni durch 1 1 ; sechs, Ii; sieben, 13; acht, als zwei Eiu- 
beiten ersten Ranges, durch 26; nenn, 21; elf, 23; zwölf, 3U; fünfzehn, 33; 
sechssehn, als vier Einheiten ersten Beagee ader a&aa fiiabeit aweitea 
fiange* durch 100; siebieha 101 n. •. f. 

^^£bea ea bMa ata aaib awei ale GraadnU aebma nd aaeb tei €i«> 
ftiiina ^Ittita, dav^ aiiaiSblMiAM bigaMlciaee Bangte eiMfiiabeitaid^ 
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höherenRangea machfin sollen, bloss mit flcn boidon Ziffern 1 und 0 alleZahlen 
bezeichnen können, nämlich: eins, 1 ; zwei als Eiiiht'it ersten R;inges durch 10; 
drei, 1 1 ; vier, als zweiEinhciten ersten oder eine Einheit zweiten Kniiges, durch 
100; fünf 101; sechs llo; sieben 111; acht, als zweiEinhciten zweiten oder 
eine Einlicit dritten Ranges, durch 1000; nenn, lool ; zehn, lolOu s f Dieses 
System die sogenannte Uiiadik. sollen vor Zeiten die Chineaen gebraucht, statt 
des Stellzeichens o aber einen Querstrich ( — ) gesetzt haben. Ausser einem 
practischen Nutzen dieses Systems zur Entdeckung merkwürdiger Eigens<!haftC'n 
der Zahlen und deren Theilbarkeit, wollte Leibnitz noch darin ein treues Bild 
der Schöpfung finden und suchte durch Erklärung desselben und durch Vermit- 
telung des Jesuiten Grimaldi, Präsidentendes mathematischcnTnbunals in China, 
die Chinesen zum Uebcrtritt zur christliclien Religion zu l'ewcgen. 

Gleiclierweise hätte man auch die Zahl zwo! f zur Grundzahl machen und 
für dio beiden Zahlen zehn und elf noch zwei einfache Zeichen, wie etwa « 
und /?, einführen können. Hiernach würde man also schreiben neun, 'J ; zehn « ; 
elf ß\ zwölf (als Einheit ersten Ranges* 10; dreizehn 11 ; dreiunilzwanzig 1 /J; • 
vierundzwanzig 2ii u. s. f. Es ist noch gar nicht lauge, als man ernstlich darauf 
dachte, diescsSystem, die Duodecadik^ statt der Z>ec«<Z/A:, einzuführen, und zwar 
zuerst aus dem theoretischen Grunde, weil es zwölf Apostel gegeben hat; 
später über aus dem practischen Grunde, weil die Zahl 12 mehr Factoren als 
die Zahl zehn hat, welches beim Rechnen bedeutende Vortheile gewähren sollte. 
Sei es nun, dass die Mathematiker diesen practischen Nutzen, oder die Wichtig- 
keit jenes frommen Grundes nicht begreifen können, sie haben beides nicht 
beherzigt und nichts zur Ausführung jener Verbesserung beigetragen. iMan sieht 
also, dass unendlich viele Zahlensy.steme möglich sind, und es ist in der That 
zu verwundern, dass nicht die alten Grieciien und namentlich Archimedes, der 
geistreichste Mathematiker unter ihnen, auf die wichtige Erfindung eines solchen 
Zahlcnsysteni-s gekommen ist Der Vergleichung wegen wollen wir hier einige 
Systeme neben einander stellen: 
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Triadik j 


Tetradik 
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11 




4 


4 


4 


4 


4 


4 


4 


4 


• 


101 


12 


u 


I 0 


5 


5 


5 


5 


5 


5 


5 


• 


110 


20 


12 


11 


1 0 


6 


6 


6 


6 


6 


6 
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2) Die Frage, welches von allen Zahlensystemen wohl das beste seif lanoi 
wir dahin gestellt sein. Jedes ist practisch brauchbar. Uns muss aber schon 
aus dem haltbaren Grande die Decadik das beste sein, weil es übenm (?) 
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g^mdil wfrd, und wir äwäk m Miifeilieii dmna! gtnnhnitaaiL ütbriveM 

macht ea auch nur die Ungewotoitheiti ireon man nicht in allen Sy^emengimdi. 

fertig schreiben und rechnen kann. — So viel ist indessen klar, je grösser die 
Grundzahl eines Zahlensystems, je grösser das dazu erforderliche Eiunmleins, 
te echwerer, aber je schneller ist aucn darnach zu rechnen lind uroyikehrt. Die 
Chinesen in ilurer Kindheit l)rauclitcn zu ihrer Dyadik gar kein P^mmaleins. 
3) Nichts ist leichter, als eine Zahl, welche in einem beliebigen iSystem 

S eschrieben ist, in ein amieres zu übersetzen. Sollz E dietetradiscn K^biidets 
&hl 210232, decadisch geschrieben werden, so braucht man nur jede Ziffer mit 
dem Werth ihrer Einheit, d. h. so oft mit 4 zu multipliciren, als ihr Itang e» 
angiebt Die erste rechts stehende Ziffer ist vom oten Range und stellt also 
blosse Eblieiten dar, die zweite ZiffSer ist aber vom ersten Bange, wo also jede 
Einheit 4 Einheiten in derDccadik gilt, die dritte Ziffer ist vom zweiten Range 
und Jede Einheit gilt hier also 4.4^16. Mithin ist diß tetradisch geschriebeoe 
Zahl 2 1 U232 decauisch ausgedrückt » 235U. 



2 1 T 2 3 T 



I 



2= 2 
3.4» 12 
S.16— S3 

0.04-= 0 
1.2rjG= 256 
2 «1024 — 2048 

23fta 



Eben so findet man: 

Dyadik Decaäik 
lOlOii » 43 

1=- 1 



ü 13 A >S ^ 
10 10 11 




4) Soll umgekehrt eine decttdisch gebildete Zahl, z. B. 2350, in dieTetradik 
fibertragen werden, so muss man die Torgegebene Zahl wiederholt dorefa die 

Grundzahl \ dividiren ; der erste Quotient gicbt die Anzahl Einheiten vom ersten 
Range, und der erste Rest die Anzahl Einheiten vom Oten Range; der zweite 
Quotient giebt die Anzahl Einheiten vom zweiten und der aweite Rest die rom 
eisten Bange &e. ; s. B. ! 

^ ^ «i^ \S A 
(1) 1250 1 587 i 146 i 36 [ 9 [ 2 43 1 21 | 10 I 5 | 2 | t 

2 (s|2)o|ii2. TTTTTtTTTTT 

Abo: 2350 in der DeGadik«210232 in der Tetradik 
43, „ , -101011 , „ Dyadik. 

6) DerHechanismns der vier Speeles ist In allen Systemen ||9eleb. Bei der 

Addition in der Tetradik z B. braucht man nur für je vier Einheiten einer Reihe 
eine Einheit in die nächst folgende zu übertrageu &c , wie folgende Beispiele 

• 

Dyadik. Tetratlik, DuodecacUh, 

Addition: loioiooi 301202 167/789« 

1111001 133112 /y292«l 

Summe: iOOlUOOlO U00320 IhaSßlfi 
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ItllOOl 30l20i ß292nl 

Best: 10101001 13aiiF lVi/»9it 

I 

Miilüpllsatieiit lOin 2302 9ßOa 
10 n_ 213 4^ 

IUI 11 20112 25926 

10111 2302 91192 

101110 1121» 33834 

11111101 1330182 40^«4A 

Dyvkftft. Ttlradik. 

' IKylsion: Quotient: 

10111 I 11111101 I 1011 1302 I 1230132 1 211 

I 10111 I i 1121Q I 

100010 10313 

10111 2302 

10111 20112 

10111 20112 



•) Wann eine ZaU nnr mit aweieild 2Sffern geschrfeben wird, so let leidit 

in erkennen, durch welche, mit denselben beiden Ziffern gescliriebene, 2iahlen 
sie theilbar ist. So sieht man z. B. gleich, dass die Zam 95959595 durch 95 
und 9595 theilbar ist. Weil uuu in der D^adik alle Zahlen (auch die bei der 
Sttbtracüon darin entstehenden Reste), mit denselben beiden Ziffern I vnd 0 
geschrieben werden, so begreift man. weshalb L ei b n i tz dieses System zur 
Entdeckung der Theilbarkeit der 2iahlen geeigneter faml. Man sieht z. B.^dass 
die 2^1 lUOlOOlOOlOO durch 100, 1001, 10, 11 ftc theilbar sein muss. Wird 
also eine Zahl in die Dyadik übersetzt, so sind ihre Factoren leichter zu er- 
kennen. So ist z. E. die Zahl 3!3t»3 dyadisch geschrieben =.111101101000001 
und ein geübter Blick sieht nun sogleich, dass sie durch 111» 7; 1 101, 13: 
1M0I»»17;10011,»19 theilbar ut (S. Lambert*! mäti^ePLfldiimfln.) 

313. 

Zu § 10. Der in S 10 angeführte Satz : dass man die beiden Factoren eines 
Products mit einander verwechselu darf, lässt sich folgendermassen beweisen: 
Ob man den Factor b selbst oder jede darin enthaltene Einheit amal setzt, das 
ist einerlei. Eben so ist es einerlei, ob man die Einheit a mal, oder a ein- 
mal nimmt, a. 1 1 .a=^a. Setzt man non jede in b enthaltene Einheit amal, 
so hat mau offenbar a selbst, ^mal gesetzt Es ist nämlich, wenn man b in 
BinKftrten anfl^: a.b^a(l ^ i + 1 .f 1 4.. . .).a-f a-f a4-a+...«-d.a. 

BeispieL 4.5— 4.(l+l + l + l + l)»4+4 + 4-h4 + 4)»-5.4 

Dieser Satz ist ganz allgemein und lässt sich auf beliebig viele Factoren 
ausdehnen, indem man nach der sogenannten n4-l Methode von zwei Factoren 
rafdrei, Ton drei auf vier sebliesstfte. EalstB.B.a.60Ma.06«B6c.a— eft.a, 
wo nach dem vorhergehenden Satz bloss zwei Factoren, erstiich b und dann 
be und a verwechselt sind. Nun ist aber auch ab.c—a.bc; denn ob man c 
erst 6 mal und dann diese ö gleichen Pöste wieder amaJ, oder ob man c gleich 
a^mal setzt, das ist einerlei^ indem man in beicLen Fällen af> gleiche Pöste (c) 
«ririUt £beii so ist te.a^&.Mv mithin ate«Ba«6 MCii&»cia«toa-to «e. 

314. 

Za § 24. 1) Die Zahlen 2 und 5 sind in 10, mithin 2.2— 4 nnd 5.5— 2& 
Ii Mao— tOOf 2.a.2— 8 und 5.S.S— 125 in 1000 ehne Beet Hiartnn. Um 
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nun an beweisen, dass eine Zahl, z.B. 27fi, durch 2 flM Übar snin muss, "weil ihre 
letzte Zifi'er es ist, denke man sich die»« letzte Zitier d«von getrennt und die 
ZBlila]ieiiiesweifheiligcge8ehrielMn,nIiiilic1i 276— 270 +6-^17. 10+0. Weil 
nnn der letzte Theil 6 vermöge Vonawefinuig and der erste Theil 27 . 10 wegen 
deeFacton 10 durch 2 theilbar ist, so muss es auch die Summe 27.10+6-" 276 

^(|2]);wäl^-^^^-^^+y-27.5+3. Ebea so ist der Beweii 

§St § ; und fur2.2»4:2.2.2«>=8 wenn man die beiden letzten, drei letzten 
Ziffern &c. trennt. Weil z. £. die beiden letzten Ziffiam der Zahl 1484 duceh 4 
theilbar sind, so ist es auch die ganze Zald ; denn 

1484 1400+ 84 14.100 , 84 675 670 +5 67.10 , 5 

— - — — r"+T* T — r""^~5~+i 

4> BIm )ede Zahl Mwl eieli iimner so aerlegen, dass jede Ziffer «Ü ek 

Factor von so vielen 9 multiplicirt ist, als noch ^iAtn folgOB» nnddiaa 
eine Theil die Qnersnmme aller Ziffern ist; a. &: 

046S— 0.0t0+4.00+5.0+(0+4+ft+S) 
—6.000+4.90+5.9+18 



6453p-6000+ 400+ 50i-d»6. 1000+4.100+5. 10+) 
'»d«t 1000«000+1$ 100— 00+ 1 &c. 

6000-= 6 (999 + 1) = 6. 999 + 6 (§19) 
400— 4(99+ 1)= 4.99+4 
SO— 5(0+1)— 5.0+5 
3 — S 



64ö3=-6.999 + 4.99 + 5.'.>+18 

Tat also die Quersumme dor Zahl 6453 durch 3 oder 9 theilbar, so sind es 
auch die Glieder auf der rechten beite dieser Gleichung und folglich auch di«> 
^bl, als deren Swame: 

' ' 6453 6. 99 9+4.00+5. 9+C6 + 4+6+3) 

315. 

Zu 'l 29. Nach der g 29 gegebenen Regel findet um 34 den grBssten 

gemeinsch^lichen Factor von 72 und 168. 

Dass nun die nach dieser Regel ge- 16S|72|24 
fiindene Zahl 24 wirklich ein gemeui> A 36 & 

schaftlicher Factor und zwar der mög- a 13 . 
lidist grösste ist , ist am leichtesten ein- ■ ' " 

sneehetti wmm man die beiden Zahlen 73 73 71 34 

nnd 108 doteh Linien dargestellt denkt. ^ ä ^ # 

Läset man nlmlich eine beliebig Innge 

Linie die Einheit bedeuten, so stellt eine 72mal längere Linie ab die Zahl 72 
nnd eben so cg die Zahl 168 dar. Ist nun (nachdem ab auf cg sweiinal abge> 
setzt worden), der erste Rest <"<7 = 24, genaue mal in ab enthalten, so misst er 
auch cdy de und ea (sich selbst) und folglich auch ca— 168. Ein grösseres 
Maass. wie etwa AS— 36« wdehea genaue mal in ab lol^idi meh in ed xnd 
de enthalten wSr«, kann nicht in der kleinem Linie sy ana Mffikk aadi aieht 
ohne Beil in pg^ 168 enthalten sein. 
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Im vorstehenden Beispiel ginc die Division schon boim zweiten Male auf, 
dieScfalüflse bleiben aber oÜ'enbaruieseibeu, wenn sie weiter fortgesetzt werden 



.310. 
Zn §$28,53,183. 

IiebssatB. Wenn p eine Primzahl und a und h mwea ganz beliebige Zahlea 
bedeuten, welche jedoch einzeln nicht durch (ohne BetQ tiMtUMUr andi 10 
kum auch ihr Product a . 6 nicht durcii p theiloar sein. i 

1. Beweis. Wenn eine 2Sahl, a, dui ch eine Primzahl, j9, olmefiMtlMhflr 
ist, 80 muss die Zahl a, in üire eiiifiMheii Faetoran «erlegt, nodiwfBdlg dn 
tillfachen Factor/) enthalten. 

Wenn also zwei (oder auch mehrere) Zahlen, a, 2», einzeingenommen darA 
eine Piimsahl, nicht tbeilbar sind, so kann esaneh ihrlrodnetti.i nicht 
sein. Denn da m diesem Falle weder a noch in einfache Factoren zerlegt, 
den Primfactor p enthält, so kann auch die Multiplication ihrer Primfactoren 
unmöglich den Primfactor jp in ihr Product hineinbringen, weil aua der Multi- 
plieation mehrer Primzidilen immer eine susam mengesetzte Ziüil entsteht. Hiev» 
aus folgt ferner (weil eine zusammengesetzte Zahl, a, gleich dem Product aas 
allen ihren Primzahlen ist), dass eine Zahl, o, nicht auf Tcrsehiedene Weise 
in Primnhlen lerlcgt werden kann. 

% Beweis. Sind beide Factoren a und h giSsser als ^, so dividire man ersl 
«inttn TOn ihnen, b durch p, beseichne d«n gansen Quotienten mit «i und dm 

Bes^d«nothwendig klein« alt jiift,mUr. EBwdwMndkk ^ | •im 

und folglich (anf beiden Seiten mit multiplicirl): 

«ma+~ (.) 

KSonte mm a,ht dnrch p theflbar, mithin — eine gaaie ZiU Nlpi, ■• 

mSsste, weil ma eine ganse Zahl ift, nothwendig auch ^ «ine garnw Zahl, 

mithin ar durch p thcilbar sein. Um die Unmöglichkeit an zeigen, dividire 
jetzt p diiroh r, setze den ganzen Quotienten und den Beet ■■r'. £a sei 

nämlich : 

IbIfliKcih (mtt ^multiplicirt)! 

.ar , ar* 

flaam' • 

P P 

Wlre nnn ar darehp tiieübar, mithin eine ganae ZaU, so mflsslt 

or' 

nothwendig euch eine ganze Zahl idiiy iveil der Betrag der nehtoa Seita 

gleich einer ganzen Zahl a sein muss. 

Dass aber auch ar' nicht durch p theijbar sein kann, wird eben so wie 
. TOn bewiesen, indem man p durch dividurt, den Quotienten mit m" nnd 



den Rest mit r" bezeichnet &c. Man sieht also, dass durehWiederiiolUDg dieses 
Schlusses der jedesmal bleibende Rest r, r', r". r'". . . von wdchen keiner in 
P i^^^Pp^^'^^^^^^^) enthalten ist, immer Ueiner und zuletzt >->l werden 
mnes. wiure also ab dniehp theilbar, so mfisste anch ar, ar', ar". 1, 



Digilizoa by Go 



a87 

Ist keiner der drei Factoren b^e durch die Primzahl p theiTbar, so ist 
et aach ihr Product abc nicht. Denn nach dem Vorlicrgcheuden ist es a .b 
liebt ud wenn man ad»A setxt, auch A,c^abc nicht &e. IMeaer ttt dit 
IriHmiHIr wkiitige Ldaat» gidit den ScMQwd rillen mdew. 

Zu t 32. Nach dem vorhergeh pn den § ist, ausser 5 und 2, keine Primzahl, 
wie 3, 7 &c., also auch kein Vielfaches derselben, wie 2. 3, 4,7 &c., kurz keine 
Zahl, die sich nicht in lauter Factoren 2 und 5 auflösen lässt, in 1 0. also auch 
nicht in lU. 10 oder 100, 1000 &c. ohne Rest enthatt«. I>arHus folgt also^daia 
kein Bruch, dessen Zähler und Nenner Prinnzahlen gegen einander sind, genau 
4jarch einen Decimalbrach dargestellt werden kann, wenn sein K enner sich nicht 
m Unter Factoren, wie 2 und 5j inflSsen llsst. Daae dann abte die Deeinaleii 
jamer in dmalben Folge (periodisch) wiederkehren müssen, ist leicht an be-, 
greifen. Verwandelt man z. £. den Bruch i iu einen Decimalbruch , iudem 
man mit 7 in 1 000 . . . dividirt^ so ist klar, dass, da keiner von dun auf einander 
folgenden Besten 7 sein kann, eine Ton den 6 Zahlen 1, 2, 3, 4, &, 6 als Kost 
kommen mius. höchstens können al^onur sechs verschiedene Keste Statt finden, 
dann muse nothwendis einer derselben zum zweiten Male und somit auch die- 
adbai Dedmalen wieaeric^ren. Was aber Ton | gilt, gilt auch ron jedem 
VidlMbindiiMUMif— l.|*e. 8oi«ti.B.} 

4^0,142857143 

f»8.f «.8(0,14385714.. )-»M28S714t... 

l£an sieht sogleich, dass wegen der höchstmöglichen Anzahl Reste diePe- 
liodea derDedmalbrfiche mindestens eine Ziffer weniger haben müssen, als der 
HdOB« <tos sie erzeugenden Bruches Einheiten hat. Um aber aus einem gegl* 
bwMnNluiier im Voraus die Anzahl der periodischen Decimalcn bcstimmLMi zu 
können, muss man sich mit dem § 1 67 angeführten merkwürdigen und lehrreichen', 

Werke vertraut machen. So giebt a. Ü. jeder Brach tob der Form ^ ^ n 

periodische Dedmalen, nSmlieh: 

318L 

Ist ein periodischer Decimalbruch gegeben, so kann man lelcfat den ce^ 
wShnlichen Bruch finden, aus welchem jener entstanden ist Man setze nämlich 
den periodischen Bruch = s und multiplicire diese Gleichung mit einer solchen 
Bangaahl, dass die Perioden fiber einander zu stehen kommen, und eabtnihire 
alsdann die erste Gleichung von der zweiten, so werden die über einander 
stehenden gleichen Perioden getilgt und man erhält eine endliche QxdHli So 
findet man z. B.: 

0,1515...— AI 0,321321... — Hil 

* = 0,1515.., #-=0.321321... 
100«— 15,1M5.«,. lOOOf— 321,321321 •••• 



09«*» 999«— 321 

•-H-Af «-Hf-iH» 

UngtdiePeriode niebtf^eh Unter demDeeimaLMidifin an, to 
||lrtmtflntiiwiitTOiiikkii|i.B.s . 
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t— 0,25300300. 2,64243«.. 



100*^25,300300 10«— 28,4.43... 

100000*— 25300,300300 ... iQOQt— 2642#i24>»*# 

m00«-*25275 OOOti-2616 

319. 

Za8183. Keine Poteni eines auf seine kürzeste Form gebrachten Bruchei, 

wie >• B. kami eine reine ganze Zahl geben; denn löst man den Nenner in 

u 

^»fei.hA Faefcoran au^ ^""2~2* ^ ^^^^ ^'^^ Zfihler 9^ 

also auch nach § 316 keine Potenz desselben, wie 9.9, 9.9.9 &c^ durch die 
Primzahl 2 ohne Rest theilbar ist, auch durch kein Vielfiicbee von 2, wia 
2. 2«= 4 &c., theilbar sein kann. 

Ist also die nte Wurzel ani «iaer ganzen 2Sahl N nicht in ganzen Zahlen 
mSgUeh, to kann mdf dem wtnmgOk Begriffe Mohf auch doxch kaiaen Btmok 

genaa d«rgeataUt werden. Denn w8re ein eolcher Broch denkbar, eo mfltste v. 

ja und mithin ^yj— K sein, d. h. es müsste der Broch -y, »mal 

mit sich selbst multiplicirt, eine reine ganze Zahl N geben, was nach § 316 un- 
möglich ist Die Decimalen der irrationalen Wurzel müssen folglich <^e Auf- 
koren und wegen % 319 ohne PeiiodAQ vbl% Unendlich» jEutlaafiBo. 

m 

Vheoxie des PoflitiY«& und KegatiTen. ' 

* 

Zum zehnten Buche. 

Wir müssen hier zuvor bemerken, dass die Theorie der Gleichungen zuerst 
auf denBegi'iff der entgeeengesetzteu Grössen geführt hat, und dass die Kegeln, 
wie man mit denselben rechnen muss, ebenfalls durch Anwendung derGleichungen 
auf wirkliche Fälle gefunden sind. Erst später wurde inr Bestätigung und 
richtigem Erklärung diese, schon durch die Gleichungen kennen gelemteTneorie 
des sogenannten Positiven und Negativen, auch unabhängig von deuGleichuogen, 
aas dem bloesen Begriffe desOegeneatsee abgeleitet DerNatnr derSaehe nach 
muM aber diese so abgeleitete Theorie höchst abstract werden und erkünstelt 
scheinen. Vollkommene Klarheit kann sie erst nach und nach durch ver- 
schiedene practisclie£rlüuteruugen erlangen, und dass daher dieser § von einem 
Aaf&nger sehoti ▼ollkommen yerttandeo werden sollte^st unmöglich, aber auek 
(zur Aufmunterung gesagt) gar nicht nothwendig. Denn die Richtigkeit der 
hier aus dem blossen Begriffe des Gegensatzes abgeleiteten Kegeln folgt ganz 
TOD selbst lind auf die anschapliehste Weise aus dem^ was über Gleichungen 
getagt ist, und man bnuiekt daher diOsen § nnr TeigleiekungiweiM so lesen. 

1. Addition. Fassen wir den Begriff der Addition ingrdssererAlj^emeinheit 
dl dfeYeretnigung mehrerer sosanmieiigehüriger llieiie s« einem (Maaen, bei 
dessen Bildung man auf die Einstimmigkeit und den Widerstreit seiner Theile 
Rücksicht nehmen muss, so ist klar, dass, wenn alle Theile einstimmig sind, die 
Summe in demselben Siuue, wie die einzelnen Theile, genommen werden und 
also dasselbe Yeneieben haben muss. Sind aber die einzebien ThlBile 
airtilmidi so moss man dieSumme der poeitifeii nndebtn so di^dst i 
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Ttieile besonders suchen, dann dloklpinore Summe durch einen et>en so grossen 
Theil der grössern tilgen und das L ebrigbleibcndc im äinue der grossem Sumaie, 
also mit dem ihm wesentlich zukommenden Vorzeichen Mhmen Dass man 
eine solche übrig gobhebene Grosso obgloich sie im engem Sinne ein wirklicher 
Best ist, dennoch als den wirklichen Betrag aller Tbeile, kurzweg Summe» 
oder, bestlmiiiter gcsproehen a I e e br ais eheSumme^so wie dasZasamnea» 
trfl^»f^^ dar Theile, obgleich <uibei ein wirkliches Subtrahiren Statt findet, 
a d d i r e n oder algebraisch addiren nennt, un< I , dem allgemeinen liegr itF zu- 
folge, nennen muss, kann keine Dunkelheit verurüuchcu Mau merke sich noch, 
daas dar 8ata: daaOanac^iat grösser als jeder teiner Tbeile, nur lür einstimmiga 
Ortaengfll 

2. Subtraction. Durch mancherlei UmstSnde, und namentlich durch dia> 
Stellung einer Aufgabe, so wie durch das Umformen der Gleichungen &c. ver- 
anlasst, können Fälle vorkommen, wo mau eutgegengesetzte Grössen von ein-' 
ander subtrahiren muss, oder wo der Subtrahendus grösser ist, als der mit ihn ^ 
«nstimmicre Minuendus, und wo also die Subtraction im engern Sinne, als eine 
wirkliche Wegnahme des Subtraliendus vomMinuendus, röUiff unmöglich wire, 
Inden man immittelbarMnrdaeUeioereGrSiea VW «Hier efasnimnigen gr g ese m 
■nbtrahiren kann. Um aber dennoch den Gang der Rechnung nicht aufzuhalten 
und alle vorkommende Fälle, der Forderung gemäss, folgerecht zu behandeln, 
richtig zu deuten, und die nach dem engeren Begriif der Subtraction etwa Statt 
fadoMlenUngereimtheiteD zu heben, brauchen wir diesen Begrift' nur im allge* 
meinern Sinn zu nehmen, nämlich subtrahiren heisst: diejenige Grösse 
finden, um welche der Subtrahendus vomMinuendus verschieden 
ist, d. b. die Grösse, welche mit dem Subtrahendus vereinigt, den Minuendna 

g'ebt. Diese GHSsie ist dann der gesuohte wiikliebe Unterschied (algebraische^ 
ifferenz), und man erhält sie offenbar, wenn man das Vorzeichen des Subtra- 
hendus umkelurt und ihn dann zumMinuendus (algebraisch) addirt Dieseleicht 
10 bebaiteBdeBegel ist gana allgemaia, wie IblgendeBeiapidfl^ wdehe alleT«> 
sehiadene llUe darstellen, aejgm; 

Minuend. +8 —8 —8 +8 +2 —2 —2 
Milnh. +S »2 +3 —3 +8 —8 +8 —8 

izL JäL i=L i±L i=L S±L t±^ (+) 

J WÜMUMi —10 +1« —8 +e — 1# -f^M 

Dass die gefundenen Differenzen (eben weil sie aus awei Theilea, dem 
Ifinaendaa nnd dem Um gekehrten , dem Sabtraheodmi, meammengssetal 

sind), zu den Subtrahendus addirt, die Minuendus uothwendig wiedergeben 
müssen, ist klar. Es ist also sauz einerlei, ob man eiue Grösse 
subtrahirt oder mit um gekenrtem Zeichen addirt Durch Hülfe der 
Gleichungen kann man dieKichtigkeit dieser Hegel auch foigendermaassen an« 
schaulich machen : Man denke Bich nämlich den Subtrahendus einmal so wie 
er ist, und einmal mit umgekehrtem Zeichen zum Minuendus gelegt, so ist da- 
duiek nur dieForm, aber nielit die Chrtae des lfmuendus ge&dert, und wena 
man alsdann von dem so umgeformten Minuendus den Theil weglässt (subtrahirt), 
welcher dem Subtrahendus gleieh ist, SO muss der wahre Unienahiad V i f t t^^f . 
£s ist a. £. (vergL 1 128) : 

Minuend. -j-8 =+8— 2+2 
Subtrah. —2^ —2 

(ü 

DüFerena: 10— f-8 4-S 

NiBomt man olinlicb auf der reehtmi Seite —S (swd n^gatfre ^aluittB) 

weg, so muss man auf der linken Sdta +2 anlegOl, weQ ionit die GMeUiw 
gestört sein würde. Eben so ist: 



* 
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■nlrtr. +2— +2 nibtr. *8«- — B 

(-) W 

— 10—8—2 +6— -2 + 8 

d, MnHipUeaifon. Die Regei Uber den Eiaflan der Yontaehm bei der 

Multiplication entgegcncesetzter Grössen lästtnch leicht aus dem Begriff dea 
Gegensatzes ableiten. Uanen beideFactorcn einerlei Vorzeichen, so ist dasProduct 
allemal positiv, negativ aber, wenn dieFactoren verschiedene Vorzeichen haben. 
|llitaiid«ren Worten! gleicne Zeichen geben plni,nngleieheZ0ieben' 
yeben minus. 

Eigentlich braucht hier bloss dar Fall erörtert su werdeii«wo derMultiplicator 
«ioe invesM (ne^tive) GrÖwe ist. Dar Mottiplieetnr oIum} Vondcben gedacht, 
ipgt UoM wie Mtf sein Vorzeichen aber, in welchem Sinn der MultipTicandus 
gesetzt werden soll. Nimmt man eine directe (positive) Grosse invers, so wird 
sieinvers, z. B. -)-8 einmal iuvers genommen, giebt — 8; +8 zweimal invers 
genommen, giebt — IG &e^ daher — l .-j-S— ;<-8; -o2.8»— 16 &c. Nimmt 
man eine schon an sich invcrse Grösse wieder im umgekehrten Sinne, also das 
Inverse invers, so wird sie wieder direct, x. B. — 8 einmal umgekehrt (inversj 
genommen, giebt +8. sweimal invers genommea+l 6 &c, nämlich — 1 8«--l^ ; 
— 2. — 8—10 &c. Nimmt man aber eine inverse Grösse einmal wie aie iii» 
also nicht umgekehrt, so erhält man die Grösse selbst; zweimal genommoi, das 
Doppelte &c., nämlich J. — 8 oder+l.— 8— -8; 2.-8 oder -f- 2.— 8=-— 18. 
Eben so ist 2. +8 oder +2. +8»+ 16 &c In den beiden letaten FfiUen 
bmucht man dem Vorzeichen (•+-) des Multiplioators eigentlich keine besondere 
Bedeutung unterzulegen . indem er hier ohne Vorzeichen , d. h. ohne andere 
Beziehung, als blosse Multiplicationszahl gebraucht werden kann. 

Bnispiele: 

Multipllcand. +9 —9 +9 —9 

Muitiplicator _-|-3^ +3 —8 —3 

Prod. 27 -27 —27 +27 . 

Asmeilning. Man kann aUeFälle, welche bei;derlfaUiplication vorkommen 

können, wo nämlich die Factoren ganze , gebrochene . positive und negative 
Zahlen sind, in folgendem allgemeinen Begriit zusammenlassen: multiplieire n 
heiestj mit einevOrösse, dem Multiplieattdni, eben to ▼erfab* 
ren, wieman mitderEinheit verfuhr, als man den Muitiplicator 
daraus bildete.*) In ^ wurde zur Bildung des Multiplicators der vierte 
Theil der Einheit 3mal genommen, folglich muss auch der vierte Theil vonj, 
nümlich^ti 3mal eenommm werden; «mherf .I-bS.^^»^. In —3.8 waw 
die Einheit zur Bildung des Multiplicators dreimal invers gesetzt, folglich muse 
auch & dreimal invers genommen werden, daher — 3.8— —^8 — 8 — 8=* — 24* 
Eben so ist — 3.~8 = + 8-f-8-f8 — 24; 3. — 4— 4— 4— 4—— 12 &c. 

4. Division. DieRegcl für die Division entgegengesetzter Grössen folgt von 
■elbstaus der für die Multiplication, auch lautet sie ebenso: haben Dividend und 
Divisor glciebeZdchen, salstderOnotient positiv, negaHr aber, wemi Dividend 

und DivisorungleicheVorzcichen haben. MitandernWorten: gleiche Zeichen 
geben plus, ungleiche geben minus. Der Quotient muss nämlich so 
beschafi'en sein, das« er, mit dem Divisor multiplicirt, den Dividcudus wieder* 
giebt. 8oisti.B.t . 



*) Diese Erklärung findet sich inThibaut*s Arithmetik und in 0 au c h j's 
Oraie d'Apalyae. . Sie paast tiher nieht auf imtknale ud imoginaire O i dm « ; 
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±|-4 4i weU + 4. + 2-. + d 

- ^—4} weü— 4.— 2 — + 8 
4i weü— 4. + 2— 8 
3|« + 4. weü+4.-2— S 
321. 

Zu 1 144. Aus der Multiplication zweier vieltheiligen GrSssen ergiebt sich 
^ I Ton lelbBt Qoch ein anderes Veri'ahren, nach welchem mau die Division 
•waier ▼ieltheiÜgenQrBneil iiftmaU leichter bawirken kann, als durch die $ 144 
geaei|[te FaatoraiMdfligiiag. M o i tiptie i rt man fi. taa— ntt 7a«4-iteb 
aSanlieli: 

^»l.!^ ■■ . I I II — 

w H klar, daaa daa «AalCaDaPiodvct dinclijedandef iMidanlMoittithaabv 
acin muss. 

- ^ Wärenun umgekehrt dieAnfg&be gegeben : dieörösse: 36a»ca>— ^aÄcoj— Ad*c« 
(daran Ursprung wir jetzt nicht wisaeu wollen), durch bac-^\be zu dividiren, 
10 ist einleuchtend, dass (weil der Dividcudus mehr Glieder, als der Divisor 
enthllt) der etwa mögliche Quotient nothwcndig vieitheilig sein, und dass eins 
•ainer Theile so bescnaflfien sein muas, daaa er, mit dam ganaen OtTiior multi» 
■dkirt, ein Product giebt, von welchem wenintens ein Glied einem Gliede dea 
I>iyidendus gleich ist Hierdurch ist also die Kegel, nach welcher man verfahren 
muss, um den etwa möglichen Quotienten zu ünden, gegeben: Miui dividira 
niaBueh mit einem Thail daa DiTisors, a. B. niit dem laten (5ae) in einen das« 
pas8endenTheildaaDifjdeBdii%s.B.iBdan lataB(35a*a»)»8atBedinQiiütiaBtcn 

C^c^ ^^^) ^ «inenTlMa daa geaachtan Quotienten, mnlüplieire mit 

ihm den ganzen Divitor vmd anbtiaUra daaPioduct romDiridendna. Dasselbe 
Verfahren auf das fibrig gebliebene Stück desDividendusanganrand^ l^abt den 
Tlwil das Quotienten wie folgendes Beispiel zeigt: 



(00— Ite I $5a*ao— |a5c»^V^>«0 | — 7oo+|te 

4ato— A^*av 

Et lal tiimWrti, bdam man daa eiata Mal mit toaiB 85a*co McKrt, der 

Quotient — Toast, im axatan Gliede dea Bestes ist 6ac offenbar 

«oa 

— 4l0mal enllMdlaik 

1 . AniparkunsL Hätte man, statt in das iste Glied, in das 2te oder 3te Glied 
däa OlTidendiia mtt taa di^idlm «aUfln« ao iHiidt dar entitandane Qpotüni 
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mit tanem Brndie l>e1iaAet geweien, mithin nicht so einAich atugefallen sein. 

llier.)U8 folgt nun, das« die Ordnung der Glieder des Dividendu« nicht gloicb- 
gülrig ist Man muas n&mlich sowohl Dividendus als Divisor imoMr erst ao 
ordnen, dass die Glieder fii beiden entweder aaeh steigeadeB oder fc H e a dea 

Potenzen einer und derselben Buchstabengrösse fortschreiten. Die Nothwendi^ 
keit dieser Ordnung folgt aus der Multiplication zweier so geordneten Factorcn. 

Im vorstehenden Beispiele waren Dividend und I.)ivisor nach den fallenden 
Potenzen von a geordnet, nämlich: a^f im Dividendus und a', a im 

Divisor, oder auch nach steigenden Potenzen von b, nämliehs A^AS*** Zur 
Uebttug voilaielie mau folgende angedeutete Divisiooeat 

n» _ — ac-^-be , . 

— — 



x-\-a X -f-a 

1. Zufolge H 264, S56 ist die Summe der geonetriiehen Reüitt 

in welcher o^^' daa erste, ' das letzte Qlied und der Exponent ist, 

mm , Diea flOirt uiiBiItten>«r mfdenStti : dasaeinjederOrgniiuimdiuik' 

X — a 

von der Form x* » a** allemal durch die Grösse x—a ohne Kest tbeilbar sein 
miiaa, waa uneli « Ar eine eanae ZaU aein mfigeL liaii hü i. B. OMh te 
eben gesefgtea Dirislonsregei: 

h* 

4 

S. Die GrSsse a" — ist auch durch a+b ohne Rest theilbar, wenn n 

eine grade Zahl ist, sonst nicht Die Grösse a'-f ^" ut auch durch a-^b tbeil* 
bar, venu « «iM oqgiade Zahl iat| aonit nielit 

m 

Von <7«n Proportionen Ae. Wenn zwei Grössen a und ^ dasselbe Yeihlltniia 
rn einander haben, wie zwei andere Grösaen e und nHÜin « durdi d und e 
durch (/dividirt, einerlei Quotienten geben, so kann man aus diesen beiden 
gleichen Verhältnissen, welche man als swei gleiohgelteBdie Brfiehe betraehtea 
lanu, folgende Oldflhu^g hfldMs 



Digitized by Googl 



243 



• € 

Eine solche Glachunff zwischen zwei gleichen VerhiQtnissen heisst in der 
ftItaiKaMtqvaabe cfcra Fr«portioa utd pflegt man diweibi^ statt irie obeo» 

. * 

Man liest : a verhSIt sich zu wie c zw <f , d. h, a ist ehen so oft in h 
enthalten, als c in c^. Die Grösse a heisst hier das Iste, b das 2tc, c das ;ite 
imd d das 4ta Olied : ferner a und «1 die beiden äussern, b und e die beiden 
mittlem Glieder der Froporiion. Eh verhält sich z. B. 2 eben so zu 4, wie 3 
zu 6 und die TiorZalilen 2, 4} 3, 6 geben daher flolgeiide Piopoction, 2:4«>d:6 
oder|— ji. 

WaA die lieiden mitfleni Glieder einander gleich, wie in a ; h^h ; A, so 

heisst die Proportion eine stetige und die Grösse b hcispt dann die mittl e re 
Proportionale oder das e;eometri8che Mittel zwischen den beiden 
äussern Gliedern a und d. Es verhält sich s. B. 3 eben so zu 6} wie 6 zu 12, 
«nd diese Zahlen 3, 6; 6, 12 bilden daher die stetige Propovtimi3 t s 12, 
WO also 6 die mittlere Proportionale zwischen 3 und 12 ist. 

Sind die vier Glieder einer Proportion unbenannte oder gleichbcnannte 
Zahlen, so können aus derselben mehrere kleine Folgerungen gezoeca werden, 
worüber man sich, weil dieselben {uimeatlidi in dir Q«omeDie) Anwendang 
finden, folgende Sätze merken möge : • 

Tn jeder Proportion ist das Product der beiden mitflemGUadsr (lAiflli dorn 
Fzoduct der beiden äussern Glieder. In Zeichen: 

mmtkathwmtfdx •tS«Si4t 
Wiek such nd^h0\ S.4«6«l. 

ISmwMiM. Awy-«-^ folgt, anfbeidenSeitenmitMnraltq^eirtta^ 

Ist also ein Glied in einer Proportion unbekannt, so kann man dasselbe 
leidit bereelmen» I^rlgt man z. B.. wie growc sein muss, damit folgende I'ro» 
portion 3 : 5"«9 : x Statt findet, so hat man, vermöge des eben erklärten Satzes, 
dass das Product der äussern Glieder dem Product der mittlem g;ieich «ein muss : 

mithin ««Sj!»!». Wir«: 

3:03—9:15; soizt 09—45 tmd «mSi 
' • 16*91 15; so ist 15««»45 und «-«d; 

atm^ht9\ 10 Iii fo^otfuid««^ 

Hiemach findet man auch die mittlere Proportionale zwischen zwei gege- 
benen Gröieeo, wenn maa aus dem Product derselben die Quadratwazaei sieht. 



*) Unser sei. Lehrer Thtbaut erklärte mit Becht die ganze Lehre von den 
P!roportk>nen und namentlich diese undeutliche Schreibart a : b>^e : d für eine 
schädliche. Wir haben sie deshalb auch in den Anhang Terwieeen Viele 
Mathematiker •chreiben schon lange die Proportion in der nwlelMnden deut» 

ücheten Feim einer Gldehnaift ntolieh: y^^j* 

10« 
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•0 liat isan:. 

8 12i wonai 0* »36» nitfab «■•jbS 

a:0«v«e&; „ mm nb, „ ^dk 

Die Aufgabe, eineGroise a in stetige Proportion lu th eilen, 
. Tcrlmigt: a in zwei loldie Theile su zerlegen, daM sicn der kleinere Thal: 
groMcm verbfilt, wie der gHSesere nur guieD QrSüa. {ßUlm 1 1X1 A 



3) In jeder PkoportiMi kann auui die Glieder teVeMItaiHi 
Iit aiiittUett: 

e 

3) In jeder Proportion verhalt sich auch das ente Glied aom dritten, wie 
die sweite Biim viertan. Iit nSmlieh: 

C a 

4) In jeder Proportion verhÄlt sieh die Summe oder Differenz der beiden 
ersten GiioUer zum ersten oder zweiten, wie die Summe oder Differenz der bei» 
den leutcu Glieder zum dritten oder vierten Glied«. In Zeichen, wenn: 

a:^— <t:<I; 8;2 — 12:»j 

Miet a±dta««±<<: e; 10:2«-18i8| 

m±bih^4±didi ' is2««9:8. 

Bawela. Aue y^*^ folgt: 

^±l-^±l oder 2ti«e±i?, 

^a±b e±4 

828. 

Wenn mehrere Verhältnisse einander gleich sind, so verhält sich die Summe 
•n«r ernten Glieder zur SunuM alkr swtitm «bea eo^ wiejediienli CUiad 
sun iweiCeti» in yitBithti^ — 



A t «»B : 5^0 1 e»B t e Atti 
io ist andi Arf-B+C+D+E... s a-H-|-e+il-f A : «—B 1 1 fta. 
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B«W6is. Bezei(|hnct man den gemeinschaftlichen Exponenten dergleichen 
VerhSltnisse durch «, d. L die Zahl, welche aiigicbt, wie viel Mal jedes vorhcrw 
gehende Gh'ed grösser oder kleiner igt, aJs cus folgende, so hat man niis ilcr 
nachsteheoden erstea üeihe Crleichungea die «weite und dnnMU durch AUiütion 
dritte^ nimiieh: 









B— ti{ 


•5 




e; 





B 

T' 

«' 
D 

A+B-f C+D+.+..,«a«+Ä«+c«-f rf«... 

A + B + C + D+.-. . A i*. 

Wenn also mehrere Brüche einandei gleich sind, so ist auch jednr dem 
Braehe gleich, dessen Zähler und Mennir nne der Sobubo Jener jOUiler und 
Heuur gebildet iet EeisicB.: 

324. 

Zu % 214. HStte man aus einem vieltheiligen OrSsscnansdntok eine Qua- 
dratwursel au aieheu, ao roüstte mau, wie aich aus der Bildung cmc» i^uailniti 
eigiebt, ganz nach denelben Rcsel Tofahran, nach welcher nnn die Quudmt> 
wwsel aus einer Zahl sieht, cU h. nach der Formel a'-f:ta64-A^ ittl). 
OmaelbtcillYeiiderCabiewiineL So findet nun n.B.: 

m 

'a b h 

4iH^6ac, 5a*) 2d«*«*— S(ki*«+M«« 

825. 

Z« I 216. Alle OrOeMunsdrfleke, wie y—A\ K*"'t K~"^t 

dae Wnwelaeichen mit grmdem Espaataten m «um negativ« 
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Zahl stellt, und die selbst schon in den Elementen vorkommen, aber namenüieh 
cirat in der hohem Mathematik grössere Wichtij^keit eriialten, indem sie dort 
Ecchnungen, die ohne ihren Gebranch sehr mühsam und verwickelt werden 
müsstcn, ungemein vereinfachen, nennen einige Mathematiker unm ö gl ich e 
Grössen^^andere, welche diese Benennung unpassend finden, indem nur keine 
wiikliehe Wurzelausziehung in bestimmten Zitlileii möglich ist, die Ghrössenaelbet 
aber vorhanden und mithin möglich sind, nennen sie eingebildete (im agi- 
naire) Grössen, im G^ensatz der übrigen sogenannten reellen Grössen, 
4L h. eolelie^ die in beftimmten Zaihim. ganz genau oder dodi nttMcnngiweiee 

ausgedrückt werden können, wie i. B. ^9, ^2, y — Sf 7 Ae. 

Die Benennung unmöglicheGrössenist allerdings unpassend, indem 
die Grössen selbst nicht unmöglich sind , wie etwa ein dreieckiger Kreis, ein 
rundes Dreieck, ein hSlibmes Eisen. Die Benennung imaginaire Grössen 
ist aber um nichts besser. Denn eingebildet heisst doch, was nur in Gkdanken 
und nicht in der Wirklichkeit Statt findet, z. B. ein Luftschloss. Da nun aber 
die Praxis auf mehr besagte Grössen führt, sie also nicht bloss in Gedanken, 
sondern wirklich vorkommen, soistauch dieser letztgerügteAusdmeklinpassend. 
Die AuEfiucht, das Wort imaginair nicht auf die fraglichen Grössen selbst, son- 
dern nur auf die Wurzel- Ausziehuns in bestimmten Zahlen su beziehen, wird 
•ndi Niemand gelten lanen, der nieU dieFähigkeithat, aidi einen liereuigen 
Kreis und dergleichen einbilden zu können, dennmü ebendef-EBbi^eitniaile 
doch die Wurzel in Zahlen imaginirt werden. 

Soll diese neue Art Grösse einen eigenthümlichen Namen haben, so ist die 
von Gauss gewählte Beuenimug: laterale Grösse, sehr passend, indem diese 
Sinn and Bedeutung hat *) 

Ffir die Elemente aber genügt es TotHtODmen, dieee bttanlen OiSesen für 
blone Kechnun^resultate (symbolische Grössenausdrücke) eu nehmen. Denn 

ohne dasR sie einen eigentliümlichen Namen haben , kann man doch mit ihnen 
eben so gut und ganz nach denselben Regeln, wie mit den sogenannten reellen 
Grössen rechnen. Die Bedbnung mit lateralen Grössen wird erleichtert, wenn 
man die negative Grösse unter dem Wurzelzeichen zuvor in zweiFactoren zer- 
legt, wovon der eine Factor die Grösse selbst, aber mit umgekehrtem Vorzeichen, 
nnd der andere Factor 1 ist, und alsdann die Wurzel aus jedem Factor be- 
ionden andeutet (§211). 

So ist a B. — 4«4H Ol ^Uiert 

y— 4— y4 (— 1)— 2y— 1 j y— 9— yg (— i)— n y— 1 1 

y— 6i==yB(— 1)— ys Y—i; y—a— ya(— i)«ya-y^u 

Jede laterale Grösse kann also Immer als ein Product aus zwei Factoren, 
woron der eine eine reelle Grosse und der andere y — 1 ist, dargestellt werden, 
nnd man braucht sich daher nur zu merken, wie mit der einfachen Grösse y — 1, 
welche man als eine besondere Art Einheit betrachten kimn, gerechnet wird, 
um mit iedcm Vielfachen derselben, so wie mit allen Grössenausdrücken, welche 
aus reellen und lateralen Grössen zusammengesetzt sind, rechnen zu können. 

Die laterale Grösse y^ 1 pflegtGanss der Kürze wcigen mit i au bcseiehnM^ 

und also ±y — l — »+i zu setzen. 

Mau merke sich zuvor die graden und ungraden Potenzen Ton y^^if wo- 
a|Mh sich aUes Andere TOn selDst ergiebt. Hanhat: 



^ Mehr hierüber sdie man in der Analjsis im Anhang. 
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(v— «)'— y(— o(— 0— y»— t» (i«6,A««iA.) 

(y- 0" =(y- 0' -y- 1 -c- oy- 1 — y- u 
(y- »)• -(y- 0» (y- ' )' -(- o ( - o- » » 

(y-i)'-[(-i)*]*-(-i)»-»; 

Man ticlit also, dasa von ^ — 1 die erate Potenx — ^ U die 2te, — 1 ; 
die »te^ )/ — 1 ; dfo 4tik «vi ; von won aieb dieadben Reaultate wieder- 
holen. Bedeutet alao n 9a» Deüebige gaiii«Zalil| 0 und 1 nicht mußeooum&if 
iafc a%eiBeiu: 

Balaptotot 

y — 4 -t- y — 9 — 2 y— i-i- 3 y — 1 — 5 y— 1 ; 
y— fl+y— ft— y^ü— (ya-i-ya— ytf)y— 1} 
a y— 4 — y— a * — 2 ay— i — oy— i — «y— i. 

j) y— a y— ^«ya y— 1 y^y— i—— yoft; (§216.) 

y-»3 y— 12«*— y36M— 6. (S 2IG, AnaMik.) 

a) Jeder '«la reellen nnd lateralen Orösaen ausamineDgeaetzte Ausdruck ' 
\\e\Mt eine compIexeGroase. Eine solche ist z E 'I-^-'.iy — l. Bezeichnet 
mau den reeiien Tbeil ailgcniein durch a und den Factor von y— 1 durch i/^ so 
kann jede eonpieniGiOMe Immer tnfdieFoni a-f 6^—1 oder a-f^i gi^bmcbt 
irffdiii. geteptriti 
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BH-sy— 9—3— ay— 4— o+sy—i—^y—ij 

a + i y— 1 -f. a — i6y — 1 — 2«. 

4) (a-|-^y—l)(a — 6y—0— . d 

(a+^— l)><-ias— ^>+2aV— 0 ^M.) 
(a— 0* — a* — 6* — 2a^»y— l ; 



£^ In der Anfiljsis wird gezei^, dass man sowohl Mif 4er potitiren als 
negativen Einheit und mithin aus jeder Grösse so fiele fwaehiedene Wnrscdo 
detnelben Grades liehen kann, als man will ; so riebt ee i. B. drei TerBchiedene 
Grössen, welche auf die dtc Potenz eritoben 8 ^Den ; yier Ter8chiedeneGr^•8el^ 
deren 4te Potens 1 ^eben&a, welcbee hier jedoch nur bwIMiifig bcacikl wui 
loU. Man hat nämlicn ; 

(—1 ^y-8)»— (— 1)«+8(— i)>y— 8+3 (-i)(y-^)i+(y-.8)» 

i-f-ay— 3-f-9— 3y— 3«8i (§ 213, 2.) 

(— t— y— 8)» — l— 3y— 8 +»+ 8y:^8i-8; 
daher y8^2; — — i+y— 8; 1—y— -8; 

i4«i5 (-i)^-ii (y— 1)*— 1; (— y~i)4«.i. 

daher y'l—l; —-.1; — y— 1; — .y— l; 



y— 4 2y— i 6y— 1 6» 

y— 1 y— ly— i r 

g a(a — y — g) q *— gy^-y — l 

« + y— 6""(^^-h y — A) (a — y — 6)"^ 

a4-^y~l (a + ^> y— l)(a-h V— 1 ) a«-^&«-|- 2a/V— t 
«— 6y— l"(a— /y— l)(a+"^— 1} 
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887. 

Wenn man dne sweitheilige ZahlengrStse Ton der Fofn ya.±yh 

!n't Quadrat erhebt, so ist einleu^tend, dass man (im Allgemeinen) wieder eine 
sweitbeilige Zahlengrösse Ton der Form A+VB erhalten mnss, uämlicli einen 

(y2-|-y3)*— 5-i-2y6 — 5+y24 
(y5..y8)ti»8--2yi5c-8--y60 

Mithin mnss «ach amgekehrt die Quadratwurzel aus einer Zahlengrosse von 
der Form A±yB^ «di alkanal doreh eine Grösse von der Form i^ai-yb 
darstellen lassen, wovon den Umständen nach, eins der beiden Thcile auch 
rational sein kann. Die Re^cl, nach welcher man dieae Worael findeli ergiebt 
äeh laicht Man setae n&mllch : 

y(5-hy24)— y«+yy 

aaftlglt 5-|-y24«-i«-f-y4-2y.ry 

Jetzt bestimme man x und y so, dms die rationalen und irrationalen Theile 
auf beiden Seiten der letztem Gleichung einander gleich werden. Man setse 

• 

(.) x4-y-5 »t.4-tiy-f-y«-25 
(») 2 ydry-=y 24 ' 4dry—24 



Alf (1) and (3) folgt: »«a and 2 > mithin: 

y(5-+-y24)=y3+y2 •• • 

^ y(±«±y— ^) y(— 3-l-y— lO) «u finden, Mkaa mani 

y (— 3 -f y— 1 6) = y r 4- y — y 

Utnmt — 3-l-y— 16— «— y+2y— agr 

(,) y«,— 8 #i-.2jy+y*— » 

W 2y— y-~i6 4jy^i6 

««H-24[5y+y»—25 
{•) «+y-±» 

(l) und (3) folgti ! ; y 4 ; mithin : 

y(— 8-f-y— 16)— n-2y— u 

' 328. 



Algebraische Ausdi-ücke in Bruchsform können in besondem Fällen, 
i ftatt der allgemeinen Grössenzeichen ihre Zahleuw.crthe sabetitairt, den ' 
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Aluditrdc • gelMB| den man nieht mit 0 Ttemedueln «far ab badeoliiagrfM 

WMnehen darf. 

Um zuvor zu zeigen, das« der Ausdruck % wirklich entstehen kann, nnd 
daun imAllgemeinenlQr jede besondere Substitution, welche ihn erzengt, aach 
MiondaraBedeatiiiig hat, multipUeiie man dnmalZililer imdKenner de« fig/dF 

tmiMlien Anedmeki £i£±ä mit a—b, wodttroh derWerfli diwalbai aklH 

geändert izt 

b{ai-b) ^ b{a-\-b) {a — h) 

•der: *(£±*)_*(f!=^ 

]Bcide, nur au Form verschicdcuc, Ausdrücke müsseu einerlei Resultat geben» 
mm darin, fltatt der Bnehstaben, beliebige Zahlen snbstituirt werden, oekeen 

wir 1. B. a— 4, »—3, eo ist ^i^t±S^9 und 3- Setet man abe> 

()H*5, 80 giebt der erste Ausdruck 10, der andere wieder ^ &e. 

Man sieht also nicht allein, dass für gewisse Zustände von a und b (hier 

nimlieh immer, wenn a»6) der Brach rr den an sieh onbesftinimCfln 

' ' a(a — o) 

Ausdraek % giebt, sondern auch, dass der Werth desselben rtm a nnd ^abhängt 
Piira>->5. fc— 5, ist z B. g=10; für «==3, i = 3 aber ist 2 = G &c, 

Für den vorliegenden Fall küuute man freilich die Ursache, welche den 
b(a* b*) 

Amdnick ^^^ aa^maeht, fortschaffen, indem man diesen Ausdruekdareh 

Division mit dem Nenner in den Zähler anf ^^^t^ reducirt Eine solche Re- 

a 

doction ist aber nicht immer möglich, and dann muss man die Bedeutung des 
Aotdroeks % doieh unmittelbare Schlüsse snchen, oder densdben anfanden 
Weise umgehen. 

In der hohem Mathematik kommt der Ausdruck sehr oft vor, dort giebt 
es aber auch Mittel, die Bedeutung desselben nach gewissen Kegeln zu finden. 
Itir die Elemente genügt es vollkommen, darauf anlmerksam gemaehlan haben, 
diü der Ausdruck bald diese, bald jene Bedeutung haben Kaan» 

£Me £kunmationsformel für geometrische Progressionen ist; 

«—1 

für .den Fan, wo der Exponent s^l (nnd folglieh die Reihe selbst 
a -f a + o-l-. wäirSr-4eren Summe offenbar mmna ist), giebt die Substitatio« 
in obige Fffmatt 

Der Ansdraek ^^^^^^^ ^dhrt auf wenn man a— t seist; dass aber 

für a'wl, 9 «näseln mnss. ist leicht einsosehto^ wenn man Zähler nnd Kenner 
des obigen Ausdnicks mit yi^-^a) +3 mnlti|»lieirt, nämlich: 

.. [V(8+a)-~ 3][y (8+a)4 - » 
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Mithin iitt 

V(S+a)— 3 1 

«*— 1 (a+l)[V(8-|-a)-t-3] 

829, 

Es liegt in der Natur mancher mathematischer UntersncTiuiigcn, dass sie - 
unwillkürlich auf die ^'orstellung des Unendlichen führen; denn wenn auch 
der GMst, am Körper gefesselt, seine Grenzen hat, nicht darüber hinaus kann, 
nnd also jene Vorstellung auch nicht auf einen Augenblick deutlich zu fttssen 
vermag, so lässt sich doch dadurch die untrebundone Phantasie nicht aufhalteOi 
einen Sprung voraus zu machen , und den Geist auch mit übersinnlichen Vor- 
•tollungen sa Yenorgea. Kein IfeiiBcli kum eich s. E. die Zeif^ oder dm Ailet 
rnnfetifliidcp Baam andere ala unendlich (ohne Ende) denken. 

Obgleich nun alle mathematischen Untersuchungen , mit welchen die Vor- 
■tellaog des Unendlidien wesentlich verbunden ist, in die Analysis des Unend- 
lichen gehöreUj so mebt es doch unter ihnen ein paar Fälle , welche sich auf 
elementare Weise bebandeln lassen^ und da diese Fälle gerade bei Anwendung 
derienigcnTheile derMkliiematik (Iffeehaniknnd Goometne) Stattfinden, welcbe» 
weu sie täglich vorkommen, in die Elemente anfgenommen sind, und sich doch 
nicht jeder, der die Mathematik anwenden muss, in den höhern Theilen der- 
selben gleich zurecht finden kann, so mögen dieserhalb, so wie um demjenigeni 
der die Wissenschaft fieb gewonnen hat und nach erhaltener Weihe in ihr 
eigentliches Heili^hum und ihren wahren Ge'st einzudringen wünscht, einen 
Wink zu geben, einige, wenn auch gleich nicht hierher gehörige Betrachtungen, 
noch zu Gute gehalten werden. Mit dem Bekenntniss aber, dass die gegebenen 
Uriäuteruugsbeispiele und Vergleichungen ein wenig hinken, woUoi inr den 
Leser im Voraus um Nachsicht und Nachhülfe bitten. Was einmal rein geistiger 
Art ist. kann nur vom Geiste, nicht mit den Händen gefasst werden. Bei iiber- 
rfÜBticnen Baehen geht aUe Beschreibung betteln, fällt nnr in lei<iht in logisdM 
Kjreise und Ungereimtheiten, maclit das zu Erklärende eher dunkeler, als klar. 
Nicht auf das inuss man sehen, was ausgedrückt ist, sondern auf das, was man 
hat ausdrücken wollen. Dies für den Schüler, der da handgreifliche£rklärungen 
«nd Beispiele Terlangfe, wo di« Natur der Saohe eie niefat gestattet 

Befcnuihtfln wir «iamal fblgende geomatrischeProgressiput 

' ioiiiiUari dastidt dam Fortsehieto dieser Reihe ihn GBotefnuMl^^ 
«ad UfliM wird•l^ and maii daher « ao gross «iiaeibae» lu^ 
ist, als jedA MHidiafto oder angebhare Gitoe. 

Summirt man nach § 254 einige der ersten Glieder dieser Reihe, so zeigt 
sich, dass es beinahe einerlei ist, ob man Millionen oder Billionen Glieder 
summirt In beiden FlUen kommt die Snmme der Einheit sehr nahe. Wie 
viel Glieder man aber auch zusammenrechnen wollte, nie kann die Summa die 
Einheit eneichen, noch viel weniger darüber.hinaus kommen. 

Diese, dem Anfänger befremdende, Behauptung Übst sich folgendermassen 
, iMoht darthnn. Nimmt man ein beliebig weit hinwis gesotates »tes Glied der 
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Bdhe, ainlieli 1, ab dM l^lita, so beM^ die SoimM bis m 

nach derallgemeiiienSttmmationa-Fonnel; worin lUr gegenwärtigen 

MI, «-^ « -i, < .1 an «etMi irt (I SS^s 



^^J J[ ± ^ 

J« • J 2 2 J * F 



oder, iiid«n man ZShter nnd Nenner mit ;l moltipiieiiti 

Uan tielit alao^ dati « nie gr5Mer als 1 sein, aber andi der Einheit se 
nahe gebraebt werden kann, daas der Untersebied Udneridrd, als jede 

angebbare Grösse, denn je grömer n, je kleiner der an sobtrahifende Theü ^. 

2* 

Nun fragen wir aber: wie weit mass man die Progression for^ 

laufen lassen, oder wie gross mnss man sieh n denken, damit ^ vnd Jener 

Unterschied im Voraus so klein wird, dass hernach keine kleinere Ort sse 
angegeben werden kann? 



Antwort. Wie Udn man sieh aneh eine GrSsse denken mag, ^ 

doeh, weil eine wirklicheGrSsse angebbar seui muss, Immer no«£ eina kUhiei* 



denken I Um also ^ im Venns so klein an machen, dass demcB glembeft 

dnreh keine abermalige Annahme wieder überboten werden kann, btdbt niehti 

Anderes übrig, hIs den Sprung in's Unendliche zu machen; dies ist aber dann 
ein wirkliches Nou-plus-ultra, denn gäbe es hier ein Jenseits, so gäbe es kein 
Unendliches und umgekehrt. Man wird also gezwungen, dass n unendlich 

gross (qo), also ^^"^ anzunehmen, und mithin die Reihe selbst ohne Ende 

xn denken; denn eins folgt nothwcndig ans dem Andern. So lan^ nämlich die 
Glieder der Keihe noch immer kleiner gedacht werden können, ist in der That 
die Belke selbst (nSmüch die Zahl ihrer Glieder) avdi neeb nicht wiiklieh 
endlich gedacht. Der Gedanke eines unendlich Grossen ist in jedem Fall eine 
angestrengte Handlung des Geistes, die niemals zum Schlüsse kommt, mithin 
kein bestimmter, sondern endloser, nicht geschlossener Gedanke; dies drückt 
ecken das 'Wert «nendlieh eettwl ans. Denneek ist kkr, dass^ waan asm 

die Beihe '^-^ (d.h. dieZahl ihrer Glieder) auf etnen AngenUiei 

wirklich unendlich gross denken könnte (oder gedacht annimmt), mit dieser 
YorstflUung dann nothwcndig die Yorsteliang verbunden wlrci dass ihr letxtes 

Glied wirklich unendlich klein und der Gedanke, dass es noch eine wirkliche 
(angebbare) Grösse habe, dann nicht mehr möglich ist. Denkt man sich also n 
nnendlicn gross, so muss die Reihe selbst in's Unendliche fortlaufen, und 
Qkre, immer um die Hälfte abnehmenden Glieder zuletzt wirklich untheilbsr 
werden Gegen diese letzte BelMW^ptang pflegt sieh aber die gewöhniielia Faa- 
tn^gfkzaft lauge XU sträuben. 



2S8 

Dieser AnstOM fällt aber weg, wenu uian sich das oo nfcbt als eine Zahl, 
als eine bestimmte Wenffe Einheiten, sondern als eine Unzahl denkt, 
^rt^clie nicht mehr vergrössert werden kann. Hält man diese Vorstellung fest, dass 
rdasUnendlielie nicnt zu überschreiten, mithin nicht zu vcrgrösscru ist, so wird 
man auch zugeben, dass dieGlieder der unendlich gedachten Keihe j-j-i4---. 
nicht etwa näneruugsweise, sondern in aller Strenge genommen, auf o auslaufen 
müssen. Demi die Olieder werden im Unendlichen aldner als jede angcbbart 
Grosse. Eine Grösse aber, die ihrerKleinbeit wegen nicht mehr angegeben, also 
auch nicht mehr gethcilt werden kann , ist keine wirkliche Grössa Dass man 
aber des Anhalts we^en, und um nur den Faden der Untersuchungen anknüpfen 
m kBimeii, den im Unendlichen enreiehtenZnetaad «ebier solchen immer kletiMr 
werdenden GrOaie eich noch nie etwas WirkÜchei einbildeli «ad, am aar m& 



Beoimaag dadardi ^nialeijtw, laÜ^Aj^dbiMftr^eiaDM W ?artnge eiaü ^> 

% nnendlich kleine Grösse nennt (verschwindende, uniheilbare Grösse, 
Differential , Fluxion &c. , d. h, Anfang oder Bestreben einer nicht angeb- 
baren Sache, die eine Grösse sein oder werden will, es aber nicht ist) und 

dann des Begriffs und der Form wegen ^ (dx) von der absoluten Null unter» 

acheidet, wird man später als noth wendig erkennen. Wir können indessen diese 
Baidie hier nicht weiter erläutern. flie^^bUhMT, wie schon zu Anfang dieses § > ' 
erwähnt, in die Infinitesimalrechnung. Hierauf müssen wir also Denjenigen 
•^^"^ Terweisen , der Wissbegierde und Sinn für das Höhere fühlt £in pa^ir Erlätt- 
tetungs -lOeispiele mögen hier aber apch Platz finden, indem sie auf eine an- ^ 
schauTiche Weise rrirm, dfc die fIKrtfinrrinrr stets abnehmenden goometrischea 
|Uihe nicht allein näiierungs weise, sondern zuletzt wirklich untheilbar wer4fB(| ^ 

and daher jene unendlich kleine Grösse nur ein QedanliLendiBg iat| denMia'l'^^ 

jGMsse, weil nicht mehr messbar, gleich Null gesetzt werden muss. / 

1} Man denke sich die Lebensdauer eines Menschen als Einheit. Von dieser «. 
. 2eK wird doch ent dieBiOfte, i, verlebt, dli^n der Übrig bleibenden HOlfta 

wiederam die BÜfte, Omtm^w^ t UnendUehe, nSmlielu . 

' ii-ifit^o^jS»* Wer nnnaheraMgl) naü anch b sagea. Giebt^aiaa aa» 

dass ebMeaaeh wixUieh eterben, mitUn seine Lebenszeit ganz Terleben kaiia, 
so muss man aach zugeben, dass das letzte Glied seiner Lebenspro^ession 
(Grenze^ eine wirklich untheilbare Grösse (ein Hauch, ein Augenblick) ist. 
Denn wfire dies nicht, so würde ja, weil die Zeit eine stetige (üiesseude) Grösse 
Irt, wovon kein Theil übe»prungen oder ausgelassen werdoi kann« aoeh eia 
Bestanm Nachsitzen bleiben. 

Alle wirklichen Grössen stimmen darin mit einander überein, dass jede aus 
mehreren gleichartigen Theilen besteht mithin theilbar sein muss, weU man sie 
sonst niebt aut einer gleichsrtigm and wirklichen Grösse» als bestimmten und *^ ' 
angebbaren Maassstab ausmessen, oder in Zahlen auflösen und mithin aadl. 
keinen bestimmten Begriff von deren Quantum haben könnte. ,^ 
c^- - Da naa aber dar Mala Aa'genbliok der obea angenommeaeB ZMbändS 
)idit Biehr ia besthamte Iiieile anilgelSst werden kann, so begreift man aach» 

iassr «na aolfllia «adMüban oder «aeadliek kleina Gx6sse wana sie aneh 

noch in der Vorstellung ezistiren, nnd nicht mit 0 Terwechsolt werden aol^ 
doch nicht mit endlichen oder wirklichen Grössen vorglichen werden kann; 
dass ein solches Gedankending etwas unpassend noch Grösse genannt wird, 
wild dar entacimldigea, dar fOr diese Übeiaunlieha Toittellaqg kciaea bessern 
lAasdrack wdsa.«) - '- : e^- - ' 

*) Eme aneebbare Zeit mnss Bauer, also Anfang nnd Ende haben. Ein 
A«gaBblietaBer(diaAagenbliekUehkeit) bat kehM aagebbaie Daser; Anft^g 
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tteniaeli 1^ alM Uar, dam die liSnfig ToilGoteende IMfeftdofffelne 
GrSsse kann kleiner werden aU jede angebbare Grösse, ganz da«* 

aelbe sagt, als : jene Grösse muss im Unendlichen wirklich untheilbar werden. 

Je mehr Glieder von der Keihe 5-f- l + s««« suminirt werden, je kleiner 
wird der Unterschied , um welchen die Summe von 1 abweicht. Da nun dieser 
Unterschied mit der Zahl der Glieder immer kleiner wird, und also im Unend- 
lichen klein^, als jede augebbare Grösse werden muss, so ist klar, dasa 1 
nicbt bloM dieGrenze giebt^ welche jene Summe nicht su überschreiten vermn g, * 
■ondem in aller Strenge wirklich die Summe der ganate mii|^^|ien BeUie 

irt, denn wett dann in «-.i-.^ das <3^M^ unCbeitblv «i^^ Nnnlii 

achten ist, so hat man »»t. Man sieht also, dass eine Sache in einem Sinne 
unendlich und in einem andern wieder endlich sein kann. Die Reihe ^-f- \ 
in infinitum ist unendlicli in Bezug auf die Zahl ilicer Glieder^ aber der Betiif 
derselben dennoch eine endliche Grösse, —1. - /^ i 

]|tr]c«Ürdig ist bei dicMrBeihe noch, daaejedeiOlieddttidbeaao^NM 
if^ all die Summe aller falgendeii: ^ 

i-i + T'u + .V-..-^ 

Anf&nger glauben nun aber darin eineUogereimliieit an finden, daii, weB 

jedes vorhersehende Glied zweimal so gross ist, als das nächst folgende : auoh 
das letzte Gued , welches doch 0 sein soll, zweimal genommen dem vorletzten 
^eich sein müsse und so herauf bis zu Anfang, wo alle Glieder zu 0 würden. 
Wer aber dermassen philosophirt, ist mit sieh selbst im Widerspruch, indem et 

flaubt , das Unendliche beim Ende und eine absolute Null gefasst zu haben. 
Veü die Keihe kein Ende hat, so kann auch von einem letzten Glied« nicht die 
Itede sein. E« rerfaftlt sieh Tergleiefanngsweise, wie mit einem Krebe, der kda 
wirkliches Ende hat. Soll er's haben, so muss man es erst hineinlegen. Eben 
so mit der Beihe, sie hat kein wirkliches Ende ; man muss es für den Auge»* 

blick annehmen, daher ~ (weil nicht angobbar) = 0 setzen und dann bedenken, 
dass die Reihe schon mit den vorletzten Gliedern expirirt. 

Auch alle übrigen eilenden, unendlichen, geometrischen Reihen können 
anoaeiil w«id«n. Maahais.B.: 

i+i+rfT+ 4--* 

+ i-A 

i + i + i^r + i-l 

2) Nach der § 321 gegebenen Regel findet man den Werth des in's Uä- 
endliche fortUufendea periodischen Decimal> Bruch« 0,3636. ••M^'n uttmÜfihi 



undEnde sind gleichzeitig, und deshalb die Augenblicklichkeit untheilbar. Ob- 
wohl nun, wegen dieser Untheilbarheit, dem Augenblick auch keine Grösse 
(Quantum, d. h. ein bestimmtes YerliülLniss zu einem endlichen Maassstabe) zu> 
erkannt werden kann, so ist doch gewiss , dass in unserm Bewusstsein Etwas 
hurtet, was von dem absoluten Nichts (Null) verschieden ist. Kein Mensch 
k.i nn sich eine Dauer als den Yerfluss von lauter Nichts'sen, wohl aber als den 
YoridM von lauter mrthwlbatea und antfhUgen AogenbÜcken de^en. 
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«= 0,363636 •../••«••(i) 

100« »»36,363636 * (i) 

99«== 36 

Obgleich durch das Resultat von der Richtigkeit dieser Regel vollkommeik 
überzeugt, so pflegen doch cuteKöpf^ welche allenthalben auf den Grund gehen 
und UrsHcbe und Wirkung kennen w<Hlen, die scheinbar gegründete Eimrendnng 
zumachen, dass die Keihe der Dedmalstellen in der 2tMi Glttehnng^ wegen 
Vorrückung <les Decimalzcichens, um zwei Glieder kürzer geworden sei, als die 
erste, und mithin die Differenz beider Keihen Decimalen, streng genommeni 
nkht 0 sein könne, weil, wenn auch eretete ia't Unendliehe gehe, Mitero doeh 
noch zwei Glieder davon entfernt sei. 

Dies ist aber wieder ein Fehlschhiss, der von den Fesseln des Geistes her* 
rührt, welcher der Phantnsie nicht folgen kann und immer wieder in seine 
Schranken zurückfallt. Wie könnte wohl der Uebergang vom Endlichen zum 
Unendlichen durch zwei Schritte geschehen ? Die voimointlichen beiden Glieder, 
um welche die eine Reihe tiefer in's Unendliche gehen soll, sind 0. Das Un- 
endliche kann dnreh keine endliehe Gröise TeigrMaert oder TerUeteertiwdeB. 
Beide Reihen Decimalen gehöi in*a Unendliche (olineAnlhtaOfiat^iiiiddilie» 

gleich weit, (tt + 17 = 00.) 

Man kauii aber auch hier die Sache wieder anschaulich machen und die 
isweite Gleichung aus der ersten entstehen lassen, indem man der ersten Reihe 
Decimalen swei Glieder voroetst, oder 36 Qanxe daau addirti indem wiikUdit 

Mmm^mm 0,3636 

und 100«— MiV—detSese.*««. 

i: 99«— M«-36,0OQO 



8) Um das ebcnGresagte noch von einer andern Seite zu beleuchten, wollen 
wir die IVrioden des Brache 0,3636. . .. wie eine geometrische Beihe ernnmirea. 
Man kann nämlich die Perioden als Glieder einer solclien Reihe betrachten, wo 
das erste Glied, i^q der Exponent, und die Anzahl der Glieder «wo» 



igt, und daher ein letstea Glied ^>*bO annehmen. Es ist: 

0,3636... Bt^*^+TijVW + TTnAArs« 4" • •••^T 



«ithin: 



880. 

CMer dem TIIbI «mediematiedie Sophismen" hat Herr Yiela ebe UelM 
Sammlung toh IVagMalnesen . jedoch ohne Aufdeckung derselben, herausgo- 

{reben. (Wien 1S50). Dazu auigefordert, wollen wir hittr ein paar der verfäng- 
ichsten derselben nachweisen. 

ahmort beweia't Ueir Viola folgendermasaen, daw 4 grSeier, als 12 isti 



Es ist offenbar : -f 7 > + 5 
addirt: —8 = — 8 



— 1>-3 
multipliciit: — 4«— 4 

4> U 
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Unter den GnindsStzen. welche Viola, als unumstSsslich, voranstchiclct 
vnd worauf er seine Schlüsse baut, wie z. B. Gleiches zu Gleichem addirt, ffiebt 
Gleiches &c. &c, kommt ench der Satz vor: nQleiehef in Un|^eielieBi MoM^ 
giebt Ungleiche« und iwar doct das GröMero, wo der f rt w e w BunmMMMlf» 
nommen wurde." 

Dieter leCstereSats kt eber nielit allgemein, sondern narfOr den epeeieUfti 

Fall gültig, wo die, aus der gegebenen Ungleichheit, durch Addition oderSub- ' 
traction gelegene AWÜPgiiMchhdtgangdietdbenVoCTeichen hat, Bekj^ 

•|-7>4-S +7>-fft +8>+i 

— 4 — 4 — &==_8 — 6— • 

+ S> + 1 — 1<— 8 + — 

Kehren die Vorzeichen sich um, so muss allemal auch das Uugleichheitszeiehen 
umgedreht werden, Beispiel (2). Kommen beiderseitt detBesultats entgegen- 
gesetzte Vorzeichen, Beispiel (3), so ist gar keine Grössenvergleichnng möglich 
und das Ungleichheitszeichen hat dann meinen Siun mehr, weil man, m Betreff 
des Grösser oder Kleiner, nur gana gleichartige Grössen mit einander 
▼ergleichen und s. B. nicht tagen kann, datt 3 Minuten mehr iet» ala 2 Tbaler, 
4^er dass -|-? tnrl r ist, als — 2. 

Die Vorzeichen -^-t — sind hier gleichsam Eigenschaftswörter (§ 126, 
Anmrkg 2). Eine Zahl absolut (beziehungslos) gedacht, hat gar kein Vorzeichen. 

Die alte falsche Vorstellung, data n^pttive Grössen kleiner alt poeitive, ja 
gar kleiner als Nichts seien, entsprang aus der Vergleicliung von Vermögen 
mit Schulden, indem man «i^;te: T^eun eine Person A Schulden haL so hat sie 
weniger alt Niehtt. Sefaniden mögen der Penon A noeh TerwantehlMmr, «U 
Kichtä seiu ; Wünsche aber kann die Matlieinatik aidit becückaiditjgeB. XfaM 
Qrötae^ kieiner.alt Noll, iat unmöglich. 

331. 

Folgendermassen wird nun bewiesen, daat alle Zahlen einander gleieh tind. 
Es sei a>^ und a — 6=«c, dann ist: 

(o— *)(a — Ä)— (a — 6)e 

— 2ab-\-b-^^ac—bc <i) 

— oc+oi— — M-^ab — b* 

a*— «Ä — ac — aJ — Ä* — (t) 
a(a — ^— c)>-6(a-~&— ü) (a) 

Ans derVeiranssetzmi^ a — 5— c folgt: oft— Es ittdiOflif Mdea 

Seiten der Gleichung (I) die gleiche entgegengesetzte Grösse — ac-^be addirt 
nnd dieGldchoag (2) eigentlich: 0»0. Da jedoch auf diete Weite, oeiderteita 
der ^cmeh»eh«Rlidie Faetor a— ehlnem praetiairt wwdan, der, wie au 
^^cfolfft: — Oiat, to ist die Gleichung (3) a.0 — & .0=-0. Wenn aber 
in einem Product ein Factor Null ist, so ist das ganze Product >— 0, die übrigen 
Factoren mögen sein, was sie wollen, weil man eine Null nicht muiti|)licixeu, 
ttbariuHipt kerne aiitluaetiaeha Operationen damit Twnehmen kaiia 

332. 

Auf folgende Wdte wird bewieeeo, dam fünf gWeh flarfat Ei ael 
WkA f -«4» ao iatt 
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(«+f)(«-«)-9(«--«) 

(»-D«-<fi-D« (i) 

(») 

Die Gleichung (2) ist falsch. Setst man in (1^ statt x und » ihre, keines- 
weges gesuchten, sondern im Voraus bestimmten WerÜMt Mitehtinan, dasa 
die Wurzel linker Hand positiv = ^, rechter Hand aber negativ = — i ist. Die 
Gleicknng(2) ist also, nchtie geschrieben: x^Z=z — (''i)! voraus wieder 
«4-«i-*9l§ 116. Anmrkg.). Der Gnmdsata: Gleiehes giddi behanddt, giebt 
Glaches, ist richtig. Umgekehrt kann man aber nicht sagen: dass Grössen, die 
gleich behandelt, Gleiche^ geben, auch ifluner gleich seien. Aua **(~^' 
folgt nicht, dass -j-a gleich ~a ift 

m 

BehliessliA mMm vir iioeh dieBeltraptiing widerlegen, dass etOldtthliii* 
gen mit einsr ubekaiiiim Oitoe giikt» die gv kciae Wnnefai haben. £» 
tßif hMft eit 

1 +y?^ t-V^ITi folgUch (S MO) 

INeier Werth von x leistet der gestellten Forderung nicht Genfige. Woran 
Ke^ das? Antwort : weil hier etwas ganz UnmögLches gefordert wird und 
weil man aus falschen Voraussetzungen, wie z. B. S = ö keine Wahrheiten folgern 
kann. Denn bevor man anfing zu rechnen, konnte man schon sehen, dass die 
aufgestellte Voraussetsnog (Grleichnng) faisch ist Erstlich kann oflPen bar x 

keine positive Zahl, grösser als 4, sein, weil dann schon "/x — 1 ^ — 4 
ist Zweitens kann x auch nicht kleiner als 4, oder kleiner als 1, oder negativ 
■ein, weil eine Iftterale OrBsee nicht einer eomplezen oder einer reellen Or gsce 
gleich sein kann. Aus demselben Grunde kann x auch keine lateraJe und auch 
keine complexe Grösse sein. Aber, fragt man, woher kommt es denn, dass die 
Bechnung doch den Werth «=»5 giebtV Wir haben schon bemerkt, dass Grössen, 
die gleich behandelt auf Gleiches fuhren, nicht immer gleich sina. Nimmt man 
von dem doppelten Vorzeichen der Wurzel das untere (( 216| ABIiuhg»)| iO 
idxd ans der Ungleichheit eine mögliche Gleichheit, nSmlich: 

die gans so behandelt x^5 giebt Es ist bei arithmetischen Operationen immer 
SU beachten, dass die mathematischen Zeichen nicht dazu dienen sollen, um 
daraus, in ge dankepl oa eB i Spiele, Wahrheiten abzuleiten, sondern wie die 
Buchstaben nntaeny um das ale mSgJitk und wahr Erhannt» don Papier » 
«Bfertraoen. 
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